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Media de una Variable Aleatoria
 Sea X una variable aleatoria con distribución de probabilidad 

f(x). La media o valor esperado de X es
 Si X es discreta

 Si X es continua

   
x

X xxfXE

   dxxxfXEX 



 
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Media de una Variable Aleatoria (cont.)
 Teorema. Sea X una variable aleatoria con distribución de 

probabilidad f(x). La media o valor esperado de la variable 
aleatoria g(X) es
 Si X es discreta

 Si X es continua

        
x

Xg xfxgXgE

        dxxfxgXgEXg 




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Media de una Variable Aleatoria (cont.)
 Sean X y Y variables aleatorias con distribución de 

probabilidad conjunta f(x,y). La media o valor esperado de la 
variable aleatoria g(X,Y) es
 Si X y Y son discretas

 Si X y Y son continuas

        
y x

YXg yxfyxgYXgE ,,,,

        dxdyyxfyxgYXgEYXg  







 ,,,,
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Media de una Variable Aleatoria (cont.)
 Sean X y Y variables aleatorias con distribución de 

probabilidad conjunta f(x,y). La media o valor esperado de la 
variable aleatoria X es
 Si X y Y son discretas

 Si X y Y son continuas

      
xy x

X xxgyxxfXE ,

     dxxxgdxdyyxxfXEX  











 ,
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Media de una Variable Aleatoria (cont.)
 Sean X y Y variables aleatorias con distribución de 

probabilidad conjunta f(x,y). La media o valor esperado de la 
variable aleatoria Y es
 Si X y Y son discretas

 Si X y Y son continuas

      
yy x

Y yyhyxyfYE ,

     dyyyhdxdyyxyfYEY  











 ,
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Varianza y Covarianza
 Sea X una variable aleatoria con distribución de probabilidad 

f(x) y la media μ. La varianza de X es
 Si X es discreta

 Si X es continua

 La raíz cuadrada positiva de la varianza, σ, se llama 
desviación estándar de X.

         
x

xfxXEXVarX
2222 

        dxxfxXEXVarX 



 2222 
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Varianza y Covarianza (cont.)
 La cantidad x – µ se llama desviación estándar de una 

observación respecto a su media.
 Cuando estas desviaciones se elevan al cuadrado y después se 

promedian, σ2 será mucho menor para un conjunto de valores 
x que sean cercanos a µ, que para un conjunto de valores que 
varíe de forma considerable de µ.
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Teorema. La varianza de una variable aleatoria X es

 Prueba. Caso discreto (el caso continuo es igual, pero en vez 
de sumatorias son integrales).

    2222   XEXVarX

     

   

     

   

   

  222

222222

222

222

222

2

1y

2

2



































XE

xfxxfx

xfxxf

xfxxfxfx

xfxx

xfxXVar

xx

xx

xxx

x

x
X
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Teorema. Sea X una variable aleatoria con distribución de 

probabilidad f(x). La varianza de la variable aleatoria g(X) es
 Si X es discreta

 Si X es continua

 
                

x
XgXg xfxgXgEXgVar

Xg

222 

 
               dxxfxgXgEXgVar XgXgXg 




 222 
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Sean X y Y variables aleatorias con distribución de 

probabilidad conjunta f(x,y). La covarianza de X y Y es
 Si X y Y son discretas

 Si X y Y son continuas

           
y x

YXYXXY yxfyxYXEYX ,,cov 

          dxdyyxfyxYXEYX YXYXXY  







 ,,cov 
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Varianza y Covarianza (cont.)
 La covarianza de dos variables aleatorias es una medida de la 

naturaleza de la asociación entre las dos.
 La covarianza sólo describe la relación lineal entre dos 

variables aleatorias.
 Describe la naturaleza de la relación.
 Si la covarianza es positiva significa que X y Y son linealmente 

ascendentes  (valores grandes de X estarán relacionados con valores 
grandes de Y, y valores pequeños de X estarán relacionados con valores 
pequeños de Y).

 Si la covarianza es negativa significa que X y Y son linealmente 
descendentes (valores grandes de X estarán relacionados con valores 
pequeños de Y, y viceversa).
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Cuando X y Y son estadísticamente independientes la 

covarianza es cero. Lo opuesto, sin embargo, por lo general no 
es cierto. Dos variables pueden tener covarianza cero e incluso 
así no ser estadísticamente independientes.

 Una covarianza entre X y Y es cero, quizá indica que X y Y no 
tiene una relación lineal, pero no que sean independientes.
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Teorema. La covarianza de dos variables aleatorias X y Y con 

medias μX y μY, respectivamente, está dada por

 Prueba. Caso discreto (el caso continuo es igual, pero en vez 
de sumatorias son integrales).

    YXXY XYEYX   ,cov

      

   

       

     

 
  YXXY

YXYXYXXY

x yy
Y

x
X

x y
YX

x y
Y

x y x y
XXY

x y
YXYXXY

x y
YXXY

XYE
XYE

yxfyxyfyxxf

yxfyxxfyxyfyxxyf

yxfxyxy

yxfyxYX

























 





1,y,,,

,,,,

,

,,cov
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Sean X y Y variables aleatorias con covarianza σXY y 

desviación estándar σX y σY, respectivamente. El coeficiente de 
correlación X y Y es

 El coeficiente de correlación satisface la desigualdad 
-1 ≤ ρXY ≤ 1

 El coeficiente de correlación describe la fuerza de la relación. 
Es una medida del grado de relación lineal entre X y Y, y sólo 
cuando las dos v.a. están perfectamente relacionadas de una 
manera lineal ρ será positiva o negativa

YX

XY
XY 

 
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Si a y c son constantes, ya sea, ambas positivas o ambas 

negativas

 La fuerza de la relación es fuerte si │ ρ │≥ 0.8, moderada si 
0.5<│ ρ │< 0.8 y débil si │ ρ │≤ 0.5.

 Si X y Y son estadísticamente independientes, entonces ρ = 0, 
pero ρ = 0 no implica independencia.

 ρ = 1 o -1 si y sólo si Y = aX + b para algunos números a y b 
con a ≠ 0.

   YXdcYbaX ,,  
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Varianza y Covarianza (cont.)
 Una ρ < 1 en valor absoluto indica sólo que la relación no es 

completamente lineal, pero todavía puede haber una fuerte 
relación no lineal.

 Un ρ = 0 no implica que X y Y sean estadísticamente 
independientes, sino sólo que hay completa ausencia de una 
relación lineal. Además, se dice que X y Y son no
correlacionadas.
 Dos variables aleatorias pueden ser no correlacionadas pero 

altamente dependientes porque hay una fuerte relación no lineal, por 
lo que se debe tener cuidado para no concluir demasiado con saber 
que ρ = 0.
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Varianza y Covarianza (cont.)

18
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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales 
de Variables Aleatorias
 Teorema. Si a y b son constantes, entonces 

E(aX ± b) = aE(X) ± b
 Corolario. Al hacer a = 0, se ve que E(b) = ±b
 Corolario. Al hacer b = 0, se ve que E(aX) = aE(X)
 Prueba. Caso continuo (el caso discreto es igual, pero en vez 

de integrales son sumatorias).
     

     

     
    bXaEbaXE

dxxfdxxxfXE

dxxfbdxxxfabaXE

dxxfbaxbaXE


































1y
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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales 
de Variables Aleatorias
 Teorema. El valor esperado de la suma o diferencia de dos o 

más funciones de una variable aleatoria X, es la suma o 
diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir,

E[g(X) ± h(X)] = E[g(X)] ± E[h(X)]
 Prueba. Caso continuo (el caso discreto es igual, pero en vez 

de integrales son sumatorias).

           

            
          xhExgExhxgE

dxxfxhdxxfxgxhxgE

dxxfxhxgxhxgE





















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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales 
de Variables Aleatorias (cont.)
 Teorema. El valor esperado de la suma o diferencia de dos o 

más funciones de las variables aleatorias X y Y, es la suma o 
diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir,

E[g(X,Y) ± h(X,Y)] = E[g(X,Y)] ± E[h(X,Y)]
 Corolario. Al hacer g(X,Y) = g(X) y h(X,Y) = h(Y), se ve que 

E[g(X) ± h(Y)] = E[g(X)] ± E[h(Y)]
 Corolario. Al hacer g(X,Y) = X y h(X,Y) = Y, se ve que 

E(X ± Y) = E(X) ± E(Y)

           

            
          yxhEyxgEyxhyxgE

dydxyxfyxhdydxyxfyxgyxhyxgE

dxdyyxfyxhyxgyxhyxgE

,,,,

,,,,,,

,,,,,







  
 
























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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales 
de Variables Aleatorias (cont.)
 Teorema. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes. 

Entonces E(XY) = E(X)E(Y)
 Prueba. Caso continuo (el caso discreto es igual, pero en vez 

de integrales son sumatorias).

   
     
     

     
     YEXEXYE

dyyyhdxxxgXYE

dxdyyhxxygXYE

yhxgyxf

dxdyyxxyfXYE











 
 

 

























,

,



UCR-ECCI     CI-0115 Probabilidad y Estadística
Esperanza Matemática 23

Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales 
de Variables Aleatorias (cont.)
 Teorema. Si a y b son constantes, entonces 

σ2
aX + b = a2σ2

X = a2σ2

 Corolario. Al hacer a = 1, se ve que σ2
X + b = σ2

X = σ2

 Corolario. Al hacer b = 0, se ve que σ2
aX = a2σ2

X = a2σ2

 Prueba.

  
   
        
      2222

222

22

22
XXXbaX

XXbaX

XbaX

baXbaX

aXEaaaXE

babaXEbabaXE

babXaEbaXE
baXE






















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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales 
de Variables Aleatorias (cont.)
 Teorema. Si X y Y son variables aleatorias con distribución de 

probabilidad conjunta f(x,y), entonces 
σ2

aX + bY = a2σ2
X + b2σ2

Y + 2abσXY

 Teorema. Si X y Y son variables aleatorias con distribución de 
probabilidad conjunta f(x,y), entonces 

σ2
aX – bY = a2σ2

X + b2σ2
Y – 2abσXY

 Prueba.
  
     
        
               

XYYXbYaX

YXYXYXbYaX

YXYXbYaX

YXbYaX

bYaXbYaX

abba

YXabEYEbXEaYbXaE

babYaXEbabYaXE

baYbEXaEbYaXE
bYaXE










2

2
22222

222222

222

22



















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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales 
de Variables Aleatorias (cont.)
 Corolario. Si X y Y son variables aleatorias independientes, 

entonces σ2
aX + bY = a2σ2

X + b2σ2
Y

 Corolario. Si X y Y son variables aleatorias independientes, 
entonces σ2

aX – bY = a2σ2
X + b2σ2

Y

 Corolario. Si X1, X2, …, Xn son variables aleatorias 
independientes, entonces 

σ2
a1X1 + a2X2 + … + anXn = a2

1σ2
X1 + a2

2σ2
X2 + … + a2

nσ2
Xn
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Teorema de Chebyshev
 Si una V.A. tiene una varianza o desviación estándar pequeña, 

se esperaría que la mayoría de los valores se agruparan 
alrededor  de la media.
 Ver las figuras de las filminas 24 y 25.

 El matemático ruso P.L. Chebyshev descubrió que la fracción 
del área entre cualesquiera dos valores simétricos alrededor de 
la media está relacionada con la desviación estándar.

 Como el área bajo una curva de distribución de probabilidad, 
o en un histograma de probabilidad, suma 1, el área entre 
cualesquiera dos números es la probabilidad de que la V.A. 
tome un valor entre estos números.
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Teorema de Chebyshev (cont.)
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Teorema de Chebyshev (cont.)
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Teorema de Chebyshev (cont.)
 La probabilidad de que cualquier variable aleatoria X tome un 

valor dentro de k desviaciones estándar de la media es al 
menos 1 – 1/k2. Es decir,

 Este teorema tiene validez para cualquier distribución de 
observaciones y, por esta razón, los resultados por lo general 
son débiles.

  2

11
k

kXkP  
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Teorema de Chebyshev (cont.)
 El valor que el teorema proporciona es sólo un límite inferior; 

es decir, la probabilidad de una variable aleatoria caiga dentro 
de dos desviaciones estándar de la media no puede ser menor 
a 1 – 1/k2.

 Sólo cuando se conoce la distribución de probabilidad, se 
puede determinar probabilidades exactas.

 Por esta razón el teorema se conoce por el nombre de 
distribución libre.

 El uso de este teorema se relega a situaciones donde se 
desconoce la forma de la distribución.
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