Esperanza Matematica

s

..,.
ol B
s
e

UCR - ECCI
CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Prof. Kryscia Daviana Ramirez Benavides



Media de una Variable Aleatoria

m Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
f(X). La media o valor esperado de X es

S1 X es discreta

p=py =E(X)= D xf(x)
Si X es continua

p= = E(X)= [ xf(x)ix
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Media de una Variable Aleatoria (cont.)

m Teorema. Sea X una variable aleatoria con distribucion de
probabilidad f(x). La media o valor esperado de la variable
aleatoria ¢g(X) es

S1 X es discreta
o) = El9(X)]= 2, 9(x) 1 (x)

S1 X es continua

ﬂg(x):E[g (X)]= rw f (x)dx
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Media de una Variable Aleatoria (cont.)

m Secan Xy Y variables aleatorias con distribucion de
probabilidad conjunta f(X,y). La media o valor esperado dec la
variable aleatoria g(X,Y) es

S1 Xy Y son discretas

Hyxyv) = E[9(X,Y)]= ZZQ X y)f(xy)

S1 X'y Y son continuas

tyx vy =E[9(XY)]= [ Tg(x,y)f (x, y ixdy
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Media de una Variable Aleatoria (cont.)

m Secan Xy Y variables aleatorias con distribucion de
probabilidad conjunta f(X,y). La media o valor esperado dec la
variable aleatoria X es

S1 Xy Y son discretas

y =E(X)=>"> xf(x,y)=> xg(x)
y X X
S1 X'y Y son continuas

P S
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Media de una Variable Aleatoria (cont.)

m Secan Xy Y variables aleatorias con distribucion de
probabilidad conjunta f(X,y). La media o valor esperado dec la
variable aleatoria Y es

S1 Xy Y son discretas

u =EY)=2.> yi(xy)=2 yh(y)
y X y
S1 X'y Y son continuas

wy =E()=[ [ yf(x y)xdy = [ yh(y)dy
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Varianza y Covarianza

m Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
f(X) y la media p. La varianza de X es

S1 X es discreta

o’ =02 =Var(X)=E|(X - ﬂ)ZJ:;(x_ 1) £(x)
o =0 =Var(X)=E|(X - u)]= [ 7 (x— u)* £ (x)x

m [araiz cuadrada positiva de la varianza, o, se llama
desviacion estandar de X.
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Varianza y Covarianza (cont.)

m La cantidad X — p se llama desviacion estandar de una
observacion respecto a su media.

m Cuando estas desviaciones se elevan al cuadrado y después se
promedian, 6> sera mucho menor para un conjunto de valores
X que sean cercanos a |, que para un conjunto de valores que
varie de forma considerable de p.
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Varianza y Covarianza (cont.)

m Teorema. La varianza de una variable aleatoria X es
o? =c? =Var(X)=E(X?)- 4
m  Prueba. Caso discreto (el caso continuo es igual, pero en vez
de sumatorias son integrales).

o' =0t =Var(X)=2 (x-u) (x)

o’ =2X:(x2 —2ux+ 427 ) (X)

o= X" (X)—Zﬂle xf (x)+ W f(x)
u=2 () y 2=

o’ :szf(x)—2y2+y2 :Z:Xzf(x)—,u2
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Varianza y Covarianza (cont.)

m Teorema. Sea X una variable aleatoria con distribucion de
probabilidad f(X). La varianza de la variable aleatoria g(X) es

S1 X es discreta

g(X

S1 X es continua

o* , =Varg(x)]=E[lg(x)

g(X
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Varianza y Covarianza (cont.)

m Scan Xy Y variables aleatorias con distribucion de
probabilidad conjunta f(X,y). La covarianza de Xy Y es
S1 Xy Y son discretas

O xy :COV(X»Y): E[(X — Hyx )(Y — Hy )]:Z;(X_ﬂx )(y—,uY)f(X, y)
S1 Xy Y son continuas y

Oxy = COV(X Y ) = E[(X — Hy )(Y — Hy )] = f:f:(x — Hy )(y — Hy )f (X> ythy
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Varianza y Covarianza (cont.)

m [ acovarianza de dos variables aleatorias es una medida de la
naturaleza de la asociacion entre las dos.

m La covarianza solo describe la relacion lineal entre dos
variables aleatorias.
Describe la naturaleza de la relacion.

S1 la covarianza es positiva significa que X y Y son linealmente
ascendentes (valores grandes de X estaran relacionados con valores
grandes de Y, y valores pequenos de X estaran relacionados con valores
pequenos de Y).

S1 la covarianza es negativa significa que X y Y son linealmente
descendentes (valores grandes de X estaran relacionados con valores
pequenos de Y, y viceversa).
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Varianza y Covarianza (cont.)

m Cuando Xy Y son estadisticamente independientes la
covarianza es cero. Lo opuesto, sin embargo, por lo general no
es cierto. Dos variables pueden tener covarianza cero e incluso
asi no ser estadisticamente independientes.

m Una covarianza entre Xy Y es cero, quiza indica que Xy Y no
tiene una relacion lineal, pero no que sean independientes.
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Varianza y Covarianza (cont.)

m Teorema. La covarianza de dos variables aleatorias Xy Y con
medias Ly y Wy, respectivamente, esta dada por

Oxy = COV(X »Y): E(XY)_:UX Hy

m  Prueba. Caso discreto (el caso continuo es igual, pero en vez
de sumatorias son integrales).

Ty =cov(X,Y)=ZX)ZyJ(X—ux Xy - )f(x,y)

Ty =;;(Xy—ﬂxy—ﬂyxwqu)f(X,y)

Ty =§;xyf (%, y)_ﬂx;; yf (x, Y)_,UY;;Xf (%, y)+um§§ f(xy)
iy =lexf(x,y), Hy =;yf(x,y) y Z; f(xy)=1

Oy = E(XY )= 1y sty — gty iy + iy 4,

UCR-ECCI Ty = E(XY )=, 4
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Varianza y Covarianza (cont.)

Sean Xy Y variables aleatorias con covarianza Gyy y
desviacion estandar oy y oy, respectivamente. El coeficiente de
correlacion Xy Y es

O xy

Pxy =
OOy

El coeficiente de correlacion satisface la desigualdad
-1 <pyy =1

El coeficiente de correlacion describe la fuerza de 1a relacion.
Es una medida del grado de relacion lineal entre Xy Y, y solo
cuando las dos v.a. estan perfectamente relacionadas de una

uer A0ANEL hineal o ser positiva o negativa
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Varianza y Covarianza (cont.)

m Siay Cson constantes, ya sea, ambas positivas o ambas

negatiVaS p(aX 4+ b, cY +d ) = ,O(X ,Y )

m La fuerza de la relacion es fuerte si | p | > (.8, moderada s1
0.5<| p |<0.8ydébilsi | p |<0.5.

m  Si1 Xy Y son estadisticamente independientes, entonces p = 0,
pero p = 0 no implica independencia.

m p=1o0-1siysolosiY=aX+Dbparaalgunos nimerosay b
con a # 0.
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Varianza y Covarianza (cont.)

m Una p <1 en valor absoluto indica s6lo que la relacion no es
completamente lineal, pero todavia puede haber una fuerte
relacion no lineal.

m Un p=0noimplicaque Xy Y sean estadisticamente
independientes, sino s6lo que hay completa ausencia de una
relacion lineal. Ademas, se dice que Xy Y son no
correlacionadas.

Dos variables aleatorias pueden ser no correlacionadas pero
altamente dependientes porque hay una fuerte relacion no lineal, por
lo que se debe tener cuidado para no concluir demasiado con saber
que p = 0.
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Varianza y Covarianza (cont.)

Sean X y Y las va discretas con pmf conjunta

4

|
plx, y) = { &y=0-41,4-1,(22,-2-2
0 de otro modo

Los puntos que reciben probabilidad de masa positiva estdn identificados en el s
coordenado (x, y) de la figura 5.5. Es evidente, de la figura, que el valor de X estd determ
por completo por el valor de Y y viceversa, por lo que las dos variables son por comz
dependientes. Sin embargo, por simetrfa pt, = i, =0y E(XY) =(- 4)% +(- 4)3'- + (4)% + (4~

y Cov(X, Y) = E(XY) — px * py = 0 y entonces p, , = 0. Aun cuando hay perfecta 2=
dencia, también hay completa ausencia de cualquier relacién lineal.

2 .

i =3 el o] 1 2 3
e o

—-
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——
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Figura 5.5 La poblacién de pares para el ejemplo 5.18
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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales
de Variables Aleatorias

m Teorema. Siay b son constantes, entonces
E(aX+thb)=aE(X)£Db

m  Corolario. Al hacer a =0, se ve que E(b) ==+b

m  Corolario. Al hacer b =0, se ve que E(aX) = aE(X)

m  Prueba. Caso continuo (el caso discreto es 1gual, pero en vez
de integrales son sumatorias).

E(aX +b)= foo(axib)f(x)dx
E(aX +b)=a[ xf(x dx+bj

(
E(X)= j_ xf (X dej X)dx =1
(

UCR-ECCI CI—(’)1.15 Prot E(aX + ) ( ) +Db
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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales
de Variables Aleatorias

m Teorema. El valor esperado de la suma o diferencia de dos o
mas funciones de una variable aleatoria X, es la suma o
diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir,

E[9(X) = h(X)] = E[9(X)] = E[h(X)]

m  Prueba. Caso continuo (el caso discreto es 1gual, pero en vez
de integrales son sumatorias).

E(g(x)£h(x))= | ( (x)+ (X)) (x)ax

E(g(x)=h(x))=[~g(x)f (xJax=[ h(
E(g(x)+h(x))= (()) (())
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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales
de Variables Aleatorias (cont.)

m Teorema. El valor esperado de la suma o diferencia de dos o
mas funciones de las variables aleatorias X y Y, es la suma o
diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir,

E[9(X,Y) £ h(X,Y)] = E[g(X,Y)] + E[h(X,Y)]
m  Corolario. Al hacer g(X,Y) =g(X) y h(X,Y) = h(Y), se ve que
E[9(X) £ h(Y)] = E[9(X)] £+ E[h(Y)]
m  Corolario. Al hacer g(X,Y) =Xy h(X,Y) =Y, se ve que
E(XxY)=EX)=xE(Y)

(6 y)= ][ (a(x, y)=h(x, y))f (x, y)oxdy

(6y)=] gl y)f O y)dxdy £ [ "h(x, y)F(x, y)xdy
Fopen E@(x, Y)£h(x,y))= E(g(x, y))+ E(h(x, y)) 21
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Medias y Varlanzas de Combmacmnes Lmeales
de Variables Aleatorias (cont.)

m Teorema. Sean Xy Y dos variables aleatorias independientes.
Entonces E(XY) = E(X)E(Y)

m  Prueba. Caso continuo (el caso discreto es 1gual, pero en vez
de integrales son sumatorias).

E(XY) j _[ xyf (x, y Jdxdy

f(xy)=g(x)h(y)
E(XY) =" "xyg(x)(y)dxdy
E(XY)=[ "xg(x)dx| "yh(y)dy

E(XY)=.E(X)E(Y)
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Medias y Varianzas de Combinaciones Lineales
de Variables Aleatorias (cont.)

m Teorema. Siay b son constantes, entonces
62,y o = 8202, = 820>
m  Corolario. Al hacer a =1, se ve que 6%y , , = 6%y = 62
m Corolario. Al hacer b =0, se ve que 6%,, = a’c 2x = a’c?
m  Prueba.

G§X+b — E[(ax +b_luax+b)2]
Uy =E(@X +b)=akE(X)+b=au, +b

2 = E{(aX +b)—(au, +b)F |=E|(@X +b—au, ~bf]
aX+b_E[aX alux ] aE[X :uX ] a‘GX

UCR A I L L UV1l1lJ 1 i1Ivvuviiiuau J A /01O LIV
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Medias y Varlanzas de Combmacmnes Lmeales
de Variables Aleatorias (cont.)

m Teorema. S1 Xy Y son variables aleatorias con distribucion de
probabilidad conjunta f(X,y), entonces

6%y 4 py = 8202y + b%6?, + 2aboyy
m Teorema. Si Xy Y son variables aleatorias con distribucion de
probabilidad conjunta f(X,y), entonces
62,y _py = a26% + b%c?, — 2aboy,
Prueba.

aX+bY - E[ax +bY /uaXerY ]
:uaX+bY = E(aX +bY) ( )+bE( ) auy +bp,

O oy = E{ ax +bY alux +buy )] } [(aX +bY —au, — bluv) ]
O-aX+bY = E{a(X _:Ux)‘l'b( — My )]2} a E[(X :ux ]+ sz[ ]+ 2abE[(X — Hy )(Y — Hy )]

2 2.2 2 2
O,y =8 0y +b7°0cy +2aboy,



de Variables Aleatorias (cont.)

m  Corolario. S1 Xy Y son variables aleatorias independientes,
2 — 422 22
entonces 6%,y , ,y = 2067y + b%c?,

m  Corolario. S1 Xy Y son variables aleatorias independientes,
2 — 422 22
entonces 6%,y = a°c%y + b*c?,

m  Corolario. S1 X, X,, ..., X son variables aleatorias
independientes, entonces

2 _ a2 0 ) 2 2
O a1Xl +a2X2 + ... +anxn — @710y T @07y, T ... T a7,0%,

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Teorema de Chebyshev

m Siuna V.A. tiene una varianza o desviacion estandar pequena,
se esperaria que la mayoria de los valores se agruparan
alrededor de la media.

Ver las figuras de las filminas 24 y 25.

m  El matematico ruso P.L. Chebyshev descubrid que la fraccion
del area entre cualesquiera dos valores simetricos alrededor de
la media esta relacionada con la desviacion estandar.

m Como el area bajo una curva de distribucion de probabilidad,
o en un histograma de probabilidad, suma 1, el area entre
cualesquiera dos numeros es la probabilidad de que la V.A.

tome un valor entre estos numeros.
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Teorema de Chebyshev (cont.)
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Teorema de Chebyshev (cont.)
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Teorema de Chebyshev (cont.)

m La probabilidad de que cualquier variable aleatoria X tome un
valor dentro de k desviaciones estandar de la media es al
menos 1 — 1/k2. Es decir,

P(,u—k0'< X <,u+ko')21—L

k2
m Este teorema tiene validez para cualquier distribucion de
observaciones y, por esta razon, los resultados por lo general
son débiles.
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Teorema de Chebyshev (cont.)

El valor que el teorema proporciona es so6lo un limite inferior;
es decir, la probabilidad de una variable aleatoria caiga dentro
de dos desviaciones estandar de la media no puede ser menor
al-—1/k%.

Solo cuando se conoce la distribucion de probabilidad, se
puede determinar probabilidades exactas.

Por esta razon el teorema se conoce por el nombre de
distribucion libre.

El uso de este teorema se relega a situaciones donde se
desconoce la forma de la distribucion.
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