Ingenieria Telematica - Matematica Discreta Tema 1 - Loégica

PROBLEMAS DEL TEMA 1.- LOGICA

Ejercicio 1 Sean las proposiciones p = hace frio y ¢ = esta lloviendo. Formular las siguientes
afirmaciones légicas:

1. ~p
2. pAq
3. pVgq
4. qN~p
5. ~ PN ~q
6. ~~gq
Ejercicio 2. Escribir las sentencias logicas correspondientes a:
1. Una relacion es de equivalencia si y solo si es reflexiva, simétrica y transitiva.
2. Si la humedad es alta lloverd esta tarde o esta moche.
3. El cdncer no se cura a menos que se determine la causa y se encuentre un nuevo farmaco.
4. Se requiere valor y preparacion para escalar esta montana.

5. Si es un hombre que hace campana dura, probablemente, serd elegido.

Ejercicio 3 Identifique las proposiciones atomicas de las siguientes oraciones y reempldcelas por simbolos
proposicionales. Después, traduzca las oraciones al cdalculo proposicional.

1. Si no te vas, llamaré a la policia.
2. Dos ninos tienen los mismos tios si y solo si tienen la misma madre y el mismo padre.
3. FEs un dia agradable si estd soleado, pero solo si no hace calor.
4. Sii>j,entoncesi— 1> j, sino j =3.
Ejercicio 4 Dado el siguiente texto:

Si el ordenador es barato entonces ningun periférico funcionard o el procesador serd lento:
Si algin periférico funciona entonces el ordenador sera barato y compraré el ordenador. Si
no compro-el ordenador entonces algin periférico funcionara o el procesador seréd lento. El
procesador 1o es lento y el ordenador es barato.

sSe puede deducir que Compraré el ordenador ?

Ejercicio 5 Verificar mediante tablas de verdad y mediante reglas de.sustitucion las siguientes equiva-
lencias:

»p—(gAT) S P A(—T)

(pAg) =71l p—(¢g—71)

(PA@)V(gAT) &= qgN(pVT)
~((~pAq)Vp)e~(pVa)

~(~pV e~ (rvs)) e (pAT)VI(pAs)

(pVg) —=rep@—r)Alg—r)

p—(qVvr)e[~r—(p—q)

(pVr)A(qVs) < (pAq)V(pAs)V(rAg)V(rAs)
» pA(q — 1) &~ (~ pVq)V ~ (~ pVr)
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Ejercicio 6 Dada la proposicion P(z) = x? = 2z donde el universo de discurso es el conjunto Z de los
numeros enteros, determinar si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

1. P(0) 3. P(-2) 5. JxP(x)

2. P(1) 4. P(2) 6. VzP(x)
Ejercicio 7 En el dominio de discurso de los numeros reales, determinar el valor de verdad de los
stguientes enunciados:

A) Vx x>0

D) 3Fz tal quex+2=x
B) Vz2?<0

E) VaVy (@ =T7=2Ay>9 -z <y)
C) 3z tal quea® >0

Ejercicio 8 Determinar, justificando la respuesta, el valor de verdad de las siguientes afirmaciones con-
siderando que el dominio de discurso es el conjunto de los nimeros reales.

1. Para cada x, para cada y, x2 +y*? = 9.
Para cada x, para alguna y, 22 +y? = 9.
Para alguna x, para caday, 2% + y?> = 9.
Para alguna x, para alguna y, % +y* = 9.
Para cada x, para cada y, 2 + 3% > 0.
Para cada x, para alguna y, x° + y* > 0.
Para alguna x, para cada y, 2% + y?> > 0.

Para alguna x, para alguna y, % +y* > 0.

© > NS @

Para cada ¢, para cada y, si x <y, entonces x> < y°.

~
S

Para cada x, para alguna y, si x <y, entonces x> < y>.

~
~

. Para alguna x, para cada vy, si x < vy, entonces x° < y>.

12. Para alguna x, para alguna y, si x <y, entonces % < y?.

Ejercicio’9, Negar los siguientes argumentos:

A) 3 tal que (P(x)V ~ Q(x))

D) Vz3y tal que (P@) — M(y,2) N I(y, f(z)))
B) Va (P(r) — Qx))

E) 3z €Z talquea® +1 = (v +1)3
C) Vy3zx tal que zy =0
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EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 10 Sean las proposiciones p = él es alto y ¢ = €l es bien parecido. Usando p y q, expresar
en forma logica estas afirmaciones:

1. El es alto y bien parecido.

2. El es alto pero no bien parecido.

3. El es alto o bajo y bien parecido.

4. Es falso que €l sea bajo y bien.parecido.
5. El no es alto ni bien parecido.

6. No es verdad que €l sea bajo y no bien parecido.

Ejercicio 11 -Dada la asignacion de significados para las variables proposicionales:

p: necesita un doctor
q: necesita un abogado
r: tiene un accidente
s: estd enfermo

t: es injuriado
Ezxpresar en castellano las siguientes sentencias:
1. (s—=pA(r—q)
2. p— (sVi)
8. (pAq) < (sAt)
4- (pANgq) —r
5 ~(sVit)—~p

Ejercicio 12 Escriba la tabla de verdad de cada una de las proposiciones siguientes:

1. pA ~q 10. ~(~p) —p

2 (PN @) V p 11. p— (pNq)

ER A 12. ~ (pV gV ~q

4. (A @A 13. (pVq) —p

5. (pAg)V(~pVa) 14. (p— q) =,(~'g =~p)
6. ~(pAqV(rA~p) 15. (p—q) —(a—p)

7. (pVOA(~pVO APV ~ @) AN(~pV ~q) 16. pV (¢ —~p)

8 ~(pNqg)V(gVvr) 17. (pA(@—p) —p

9. p—~p 18. pV (g —=~p)

Ejercicio 13 En la siguiente tabla se exponen los valores de las variables légicas P, Q y R y de dos
funciones o formulas légicas F y G.
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PIQ|R|F|G
VIVIVIF|V
VIV|IF|VI|F
VIF| V| VI|IF
VIF|FI| F|V
F|VI|IV]| V]|F
F|VI|F| V|F
F|F|V|F |V
F|F|F|F |V

Encontrar las expresiones ldgicas representadas por F y G.

Ejercicio 14 ;Son las siguientes expresiones tautologias?

1. (p A (p=rq)) — ¢ 4. (V@) NP = 1) Alg—1) =1

=9~ Nlg—1)—{@P—r) 5. p—(qvr) = (p—aVip—1)

2,
Sp=lg—r)—=((p—a)—(@P—r1) 6. qA(p—0q) —p

Ejercicio 15 Comprobar las siguientes tautologias:
1.p—qg&~pVyg 5 (pNg)—=rep—(~qVr)

2. ~(p—q) & pA~g 6. (pANg)—rep=(g—r)

S peoqge(p—qAlg—p) .p—(@g—(r—s)e((p—a—r)—s

4-pe=qge(pAg)V(~pA~q) 8 polgo(res)e(pogeor) s

Ejercicio 16 Siendo ciertas las premisas P = Q, Q@ = R y R = P. Demostrar que P < @ usando
solamente el silogismo hipotético y la ley de la introduccion de equivalencias.

Ejercicio 17 Ezpresar mediante operadores y cuantificadores, las siguientes proposiciones, en el universo
de discurso o dominio de discurso que se indica.

A) Todo entero es un nimero impar. (D = Z).

B) Conocerla es amarla. (D = {Personas}).

C) Algunas personas no tienen amigos. (D = { Personas}).

D) Ninguna CPU que tenga mas de 5 anos serd actualizada si estd averiada. (D= {Cosas}).
E) Sila suma de 2 primos-es par entonces ninguno serd 2. (D =_IN).

F) Todos los estudiantes afeitan @ Juan si y solo si Juan no'se afeita-a'si mismo. (D = { Personas}).

Ejercicio 18 Sean p(x) y q(x) las siguientes proposiciones abiertas definidas en el universo de los
numeros enteros Z.:

p(z) =2 <3 q(z) =2 +1 es impar

A) Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

p(1) 4. q(6) 7. p(4)
q(1) 5. p(7)Va(7) 8 ~(p(=4) Vvq(=3))
~ p(3) 6. p(3) Aq(4) 9. ~p(=4HA ~ q(-3))
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B) Ahora, sea r(x) := x > 0. Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

pB3) Vg3V

~r(3)] 4. [p(2) Nq(2)] = r(2)
~p(3) A g(3) v r(3)] 5. p(0) = [~ q(=1) < r(1)]
p(2) = [¢(2) — r(2)] 6. [p(=1) = q(=2)] < r(=3)

Ejercicio 19 Formular los siguientes argumentos en forma simbdlica y determinar si cada uno de ellos
es vdlido.

1.

Si estudio mucho o me vuelvo Tico entonces obtengo un 10 en el examen. Obtengo un 10 en el
examen. Por lo tanto st no estudio mucho me vuelvo rico.

Si estudio muchogentonces. obtengo-un 10 en el examen o me vuelve Ticos No obtengo un 10 en el
examen y no.me vuelvo rico. Por lo tanto no estudio mucho.

Nota: La validez de.un razonamiento es independiente de su contenido.

Ejercicio 20 “Dadas las tres premisas ~ (pA ~ q), r — p y ~ (g\ ~ 1), concliyase p < q.

Ejercicio 21 Dadas las siguientes afirmaciones, decidir si el resultado de negarlas es o no cierto.

1.

2.
3.

/.

dr € IR tal que Vy >0z —y> <0
Vee N dy € IN tal que x <y
ye RVreclRz-y#0

JzeZtal quex® +y? = (v +y)3 VyeZ

Ejercicio 22 Verifiquese la validez del siguiente razonamiento:

Si cojo frio me quedaré en la cama, y si me quedo en la cama no iré a ver el partido. Iré al
médico o iré a ver el partido. Por lo tanto si no voy al médico entonces no he cogido frio.

Ejercicio 23 Dado el conjunto universal IR. Determinese el valor de verdad del resultado de negar los
siguientes enunciados:

a) Vz, Jy tal que |z| = y%; b) Tz tal que Yy, x =0-y; c) Vo Vy, 2% +y*> > 0.
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PROBLEMAS DEL TEMA 2.- TEORIA DE CONJUNTOS

Ejercicio 24 Definir por extension los conjuntos siguientes:
1. Numeros primos menores de 23.
2. Nudmeros naturales comprendidos entre 7y 15.
3. Restos de la division entera por 6 de cualquier nimero natural.

4. El conjunto de los numeros pares.

Ejercicio 25 Definir por compresion los siguientes conjuntos:
1. A={-6,-4,-2,0,2,4,6}
2. B =H{l,2,4,8,16,. .}
Ejercicio 26 wDemostrar que:
1. AA\B=AnNB*
2. AN(B\C)=(ANB)\(ANC)
3. AnN(B\C)=(AnB)\ ()
Ejercicio 27 Probar que AANB=(AUB)\ (ANB)=(AUB)N (AN B)°©

Ejercicio 28 Determinar cudles de las siguientes sentencias son ciertas; justifiquese la respuesta:

i) i) O < {0} i) {0} € {0}
i) ) € {0} v) {0} € P(A) vi) {{0}} € P(A)
vii) ANP(A) = A viii) A — P(A) = A iz) P(A) — {A} = P(A)

z) {a,0} € {a,{a,0}} i) {a,0} C{a,{a,0}} zii) {A} N P(A) ={A}
ziii) {A} N P(A) = A ziv) {A}U P(A) = P(A)

Ejercicio 29 Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sea Z x Z el producto cartesiano. Dadas las
aplicaciones f: A X XL — X,y g:Z — Z X Z, definidas por f(x,y) =z —y y g(x) = (x, —z). Hallar
la aplicacion go f y justificar que f es suprayectiva, g inyectiva y g o f ni suprayectiva, ni inyectiva.
Ejercicio 30 Sean f: X — Y yg:Y — Z dos aplicaciones entre conjuntos; demostrar que:

i) Si go f es suprayectiva (o sobreyectiva), entonces g es suprayectiva (o sobreyectiva).

it) Sigo f es inyectiva entonces f es inyectiva.

iii) Si go fes inyectiva y f suprayectiva, entonces g es inyectiva.

Ejercicio 31 Sean f:dR~—— IR" y g: IR — IR tales que g(z) = x> Y (Gof)(z) =2t +222+ 1.
Se pide:

A) Calcular f(x) Vx € R.
B) Calcular (f og)(z) Vze R.
C) Mediante un contraejemplo, comprobar que f no es suprayectiva.

D) Mediante un contraejemplo, comprobar que go f no es inyectiva.
Ejercicio 32 Sea f: X — X y definimos la relacion R en X por:
TRy <=y = f(x)
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Probar que:

a) R es reflexiva < f = Id.

b) R es simétrica < f? = Id.

c¢) R es transitiva < f* = f.

d) ¢Para qué funcion la relacidn inducida es de equivalencia ¢

Ejercicio 33 Supdngase que S y T son dos conjuntos y f : S — T una aplicacion de S en T. Sea Ry
una relacion de equivalencia en T, y Ro una relacidn binaria en S tal que (z,y) € Ry (0 sea, xRay), si

y solo si (f(x), f(y)) € Ri.
Demostrar que Ry es también una relacion de equivalencia.

Ejercicio 34 Se dice que una relacion binaria R definida en el conjunto C es circular si verifica la
siguiente propiedad: “si a Rib'y b R c entonces ¢ Ra para cualesquiera a,bje€ C”.

Demostrar:

1) Toda relacidn.de equivalencia es circular.

i) Si unasrelacion binaria‘es reflexiva y circular, es también de equivalencia.

iii) _Swuna relacion binaria es simétrica y circular, no es necesariamente de equivalencia. (Pomer, un
ejemplo).

Ejercicio 35 En IN x IN se define la siguiente relacion:
(a,b)R(c,d) <= (2a+1)2¢ < (2¢+1)2°

a) Comprobar que es una relacion de orden.

b) sEs de orden total?

¢) Ordenar de mayor a menor (1,3), (4,100), (2,1), (9,0), (100,4).
d) Calcular mazimales, minimales, mdzimo y minimo.

Ejercicio 36 Sea f: A — B una aplicacion entre dos conjuntos A y B. Se pide:
a) Demostrar que la siguiente relacion R, definida sobre A, es de equivalencia:

Ry < f(x) =f(y)

b) Sea A/R el conjunto cociente. Se denota por [z] la clase de equivalencia. Se consideran las aplicaciones:

g:A — A/R h:A/R —  f(A)

a — [a] [a] —  f(a)

Probar que g es suprayectiva (epiyectiva) y h es inyectiva.
¢) ¢En que casos g es inyectiva? ;En que casos h es suprayectiva?

Ejercicio 37 Sea Z el conjunto de los niumeros enteros.. En el producto cartesiano Z X Z se define la

relacion:
a<c

(a,b)R(c,d) <— é

Se pide:

a) Demostrar que R es una relacion de orden.

b) Comprobar que es de orden/total.

¢) Ordenar de mayor a menor los pares (1,0) (0,0) (3,4) (3,-4) (1,-1).

d) Hallar los maximales, mdximos, minimales y minimos.

e) Se considera N* x N* C Z x Z. Hallar las cotas superiores, cotas inferiores, supremo e infimo de

IN* x IN*, siendo IN* = IN — {0}.

Ejercicio 38 Sean A y B conjuntos finitos. Demostrar las siguientes cuestiones:
i)|[AUB|=|A|+|B| - |ANB.

ii) |[A— B|=|A|— |[ANB].

iii) A— B=A— (AN B).

iv) A—B=(AUB) - B.
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Ejercicio 39 Pruébense las siguientes proposiciones:

1) La unidn finita de conjuntos numerables es numerable.

ii) La unidn numerable de conjuntos numerables es numerable.
1) El producto cartesiano de conjuntos numerables es numerable.

Ejercicio 40 Demostrar que el intervalo [0,1] C IR no es numerable.
Ejercicio 41 Probar que existe una biyeccion entre los intervalos reales [0,1] y [0, 2].
Ejercicio 42 Demostrar por induccién que el mimero 2™ —1 es divisible por 3 para todon € N (n > 1).

Ejercicio 43 Sea una funcion f : IR — IR definida por f(x) = ax+b con a y b reales. Demostrar que:
" b(a™ — 1) )
(fof8 Mlof)a) = “ T+ —g—1; 4Le7!
x + nb sta=1

Ejercicio 44 Demostrar por induccion:

z": Lo, 1
— k(k+1) n+1

Ejercicio 45 La investigacion de los mimeros del tipo P(n) = n? —n+ 41 con n € IN, es capaz de
hacernos pensar que estos nimeros son primos ¥n € IN. De hecho, P(0),P(1),...,P(10) son primos.
Eljjase una de las cuatro opciones siguientes:
a) Puesto que se verifica que P(n) es primo para n < 10, y ademds se observa que P(11),P(12),...,P(20)
también son primos, estd claro que no hace falta comprobar mds y se deduce que P(n) es primo Vn € IN.
(En caso de elegir esta opcidn, eninciese el principio que la justifica).
b) Puesto que P(0) es primo, supongo que P(k) es primo y por el principio de induccion completa susti-
tuyendo k por k+1:
P(k+1)=(k+1)>— (k+1) +41 también es primo.
En consecuencia P(n) es primo ¥n € IN. (Demuéstrese esta opcion en caso de ser elegida).
¢) No es cierto que P(n) es primo ¥Yn € IN. (Razdnese la respuesta en caso de elegir esta opcion).
d) El estudio de todos los wvalores de P(n) es un proceso infinito, por tanto imposible de realizar en
un tiempo finito y en consecuencia no se puede evaluar la proposicion. (En caso de elegir esta opcidn,
enidnciese el principio que la justifica).

Ejercicio 46 Dado un conjunto A = {a,b,c,d,e, f, g, h,i,7,k,l,m,n,p} con una relacién de orden cuyo
diagrama de Hasse es el de la figura 1.

1. ;Es una relacion de orden total?
2. Determinar maximales y minimales. ;FEzisten mdzimos? y ;minimos?

3. Sizconsideramos el conjunto B = {n,l,j}, obtener cotas superiores e inferiores de Ba'Si tiene
supremo e infimo, obtenerlos.

Ejercicio 47 Sed A =45y7,14,18,22,42,47,53}. Sobre A se define la siguiente relacion binaria R:

a<b y m.cdfad)=1
Va,be A" aRb — 0
a="b.

Pruébese que R es una relacion de orden sobre el conjunto A y representar su diagrama de Hasse.
¢Es de orden total?

Si B = {18,42,47}, obténgase, en caso de que existan, cotas superiores e inferiores, supremo e infimo.

Ejercicio 48 Dado el conjunto B = {a,b,c,e, f, g}, dense dos diagramas de Hasse que representen una
relacion de orden R en B tales que se verifique que e es minimal y aRb, bRc, eRe, fRb, f Ra, a Rf,
b Ry, fRg, gRe.
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Figura 1@ Diagrama de Hasse del problema 46

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 49 Demostrar las leyes de De Morgan: a) (AU B)¢ = A°N B¢
b) (ANB)¢ = A°U B¢

Ejercicio 50 Sean A, B, C subconjuntos de U, y sea U el conjunto universal; comprobar que las siguientes
igualdades son ciertas:

i) [[ANB)NCIU[(ANB)NC°|U(A°NB) = B.

i) [AN(BN({(BNC)))JU[(A°UB)UCJc = A.

iii) (ANB)U (A°NB)U(ANB)U(A°NB°) =U.

Ejercicio 51 Sea un conjunto finito E y sea A un subconjunto de E. Sobre P(FE) se define la siguiente
aplicacion:

fa:P(E) — P(E) ga:P(E) — P(E)
X — ANX X — AUX

Se pide contestar razonadamente a las siguientes cuestiones:
a) ;Para qué elementos A de P(FE) la aplicacion fa es inyectiva? ;Y para cuales biyectiva?
b)sPara qué elementos A de P(E) la aplicacion ga es inyectiva? ;Y para cudles biyectiva?
c) Sea ha:P(E) — - P(E)
X — X NAC
Hallar hao fa, faoha, gaoha yhaoga para todo A de P(E).

Ejercicio 52 Sean las aplicaciones f: A — B, g: B— C yh: C — A tales que hogo f es inyectiva
y fiolh 0'g. suprayectiva. Probar que f es biyectiva.

Ejercicio 53 Sea ZT el conjunto de los numeros enteros estrictamente positivos: Fijado a € ZF, se
definen las'siguientesiaplicaciones:

fondt & — Z* Go i LT = " ZF
x — mid.(a,x) x - —> mse.m.(a,x)

Encontrar a € Z% para probar que las siguientes afirmaciones no son ciertas:
a) fa. es inyectiva.

b) fa es suprayectiva.

¢) ga e€s inyectiva.

d) g, es suprayectiva.

Ejercicio 54 Sean f: A— B y g: B — A aplicaciones. Se pide:

A) Probar que si f y g verifican go f = Ida entonces [ es inyectiva y g es suprayectiva (sobreyec-
tiva,).
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B) Sean
f:IR — RxIR g:RxR — IR
a — (a®+3a%3a+1) (,y) — Yort+y-—1

s Verifican f y g la hipdtesis del apartado anterior? ; Verifican la tesis del mismo? Razdonese la respuesta.

Ejercicio 55 Sea P una relacion binaria verificando las propiedades reflexiva y transitiva en el conjunto
A. En ese conjunto se define la relacion binaria R siguiente: xRy <= xzPy e yPx.
1) Demostrar que R es una relacion de equivalencia.
ii) En el conjunto A/R se define la relacion binaria S:
[0]Sly] <= =Py
4 Qué tipo de relacion es S%

Ejercicio 56 SearA| un comjunto dotado con una relacion de orden parcial <;y seanB C A. De las
proposiciones siguientes probar las que son ciertas y demostrar la falsedad de las que no lo.son. mediante
un contraejemplo:

St A+ Oy finito

a) Sin& B yn es un mazimal de B, entonces n es mdzimo de B.

b) Sin € B es mazimal de B, entonces n es cota superior de B.

¢) Sin € B es mdximo de B, entonces n es cota superior de B.

d) Sin € B es mdzimo de B, entonces B tiene supremo y coincide con n.

Ejercicio 57 Se consideran tres subconjuntos X, Y y Z del conjunto C. Se pide hallar el nimero de
elementos del conjunto X UY U Z conociendo el numero de elementos de los conjuntos X, Y, Z, X NY,
XNZ,YNZ,yXNnYnNZ. Como aplicacion resolver el siguiente problema:

En una encuesta hecha sobre 100 personas se ha comprobado lo siguiente:

40 leen el periodico ABC.

42 leen el periodico EI Comercio.

45 leen el periodico Fl Pais.

28 leen el periddico ABC y El Comercio.

20 leen el pericdico ABC' y El Pais.

18 leen el periddico El Comercio y El Pais.

17 leen el periodico ABC, El Comercio y El Pais.
Se pide:
a) ;Cudntas personas no leen ninguno de los periddicos?
b) ¢ Cudntas personas leen dnicamente el periddico ABC?
¢) ¢Cudntas personas leen dnicamente un sélo periddico?

Ejercicio 58 Demostrar que los siguientes conjuntos no son numerables:
i) Bl conjunto de todas las aplicaciones f : IN — {0,1}.
i) El conjunto’de las partes del conjunto IN .

Ejercicio 89 Se/ dice que una relacion binaria P definida sobre un congunto E 'es.de/preorden, si es
reflexiva y transitiva.
Sea P una relacion de preorden. Se considera la relacion S .definitda sobre E.por:

VYo, yc F Sy & zPy e yPx

a) Probar que S es una relacidn de equivalencia.
b) En el caso de que E = IR x IR (siendo IR = “Congjunto de los numeros reales”) y la relacion P este
definida por:

(z,y)P(2,t) & =<z
Calcular la clase de equivalencia de un elemento cualquiera de E definido por S, asi como su cardinal.

Ejercicio 60 Probar que los intervalos de la forma [a,b] C IR con a < b, no son numerables.
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Ejercicio 61 Pruébese por induccion que la composicion de n funciones inyectivas, fn o fp—10...0 fi,

es una funcion inyectiva. Obtener el mismo resultado para la sobreyectividad.
Ejercicio 62 Demostrar el principio de exclusion inclusion.

Ejercicio 63 Demostrar por induccion las siguientes desigualdades:
3

a) 12422432+, +(n—1)2 < % < 124224+32+...+(n)2.

b) 13425433+ ... +(n—1)% < % < 1B4+23243%4+ ..+ (n)

»t:-“|

2n 1 2n (_1)m+1
Ejercicio 64 Demostrar por induccion que para n > 1 se tiene: Z 7= Z ~ 7

m
k=n-+i m=1
Ejercicio 65 Demostrar por tnduccion que ¥ a,b € R — {0} con'b.#1 se cumple:
n (n+1)p _
jp _ ab a

Zab = w1 Vp#0

J=0
Ejercicio 66 Demostrar por induccion:

1 1 1 1 3 1 1

- +

G P W SN oy s -

m+1)2-1 4 2(n+1) 2(n+2)

Ejercicio 67 Dado un conjunto A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,5,k,l,m,n} con una relacion de orden cuyo

diagrama de Hasse es el de la figura 2.
1. ;Es una relacion de orden total?

2. Determinar mazximales y minimales. ;FExisten mdzimos? y ;minimos?

3. Si consideramos el conjunto B = {k,j, h,i}, obtener cotas superiores e inferiores de B. Si tiene

supremo e infimo, obtenerlos.

Figura 2: Diagrama de Hasse/ del Figura 3: Diagrama de Hasse del:problema 68

problema 67

Ejercicio 68 Dado un conjunto A = {a,b,c,d,e, f,q,h,i,j,k,l} con una relacion de orden cuyo diagra-

ma de Hasse es el de la figura 3.
1. ;Es una relacion de orden total?

2. Determinar maximales y minimales. ;Ezisten mdximos? y ;minimos?

3. Si consideramos el conjunto B = {d, e, f,h}, obtener cotas superiores e inferiores de B. Si tiene

supremo e infimo, obtenerlos.
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n?(n+1)>2

n
Ejercicio 69 Demostrar que Zi3 = 1

i=1

Vn € IN.

Ejercicio 70 Demostrar que 2(42 —-3)=n(2n—-1)Vne IN.
i=1

Ejercicio 71 Dado el conjunto B = {a,b,c,d, e, f, g, h} ordenado parcialmente segin la figura 4:

1. Hdllense, en caso de existir, los elementos maximales y minimales de B. ;Tiene mdzrimo? sy mini-
mo?

2. Hdllense dos subconjuntossde B en los que al menos los elementos. f y e son cota superior.

3. Dado el conjunto{e,d} C B, hdllense sus cotas inferiores y las/superiores.

Figura 4: Diagrama de Hasse del problema 71
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PROBLEMAS DEL TEMA 3.- COMBINATORIA

Ejercicio 72 Un hombre tiene ocho camisas, cuatro pares de pantalones y cinco pares de zapatos s Cudntas
combinaciones distintas de ropa puede hacer? zy si hay unos zapatos que no quiere combinar con unos
pantalones?

Ejercicio 73 La informacion se almacena en la memoria principal de un ordenador en lo que se conoce
como celdas o posiciones de memoria, de forma que a cada posicion se le asigna una direccion compuesta
por una lista ordenada de 8 simbolos. Cada simbolo es un digito binario, 0 ¢ 1, y se denomina bit. El
congunto de los 8 bits se conoce como byte.

1. s;Cudntas direcciones diferentes se pueden formar?
2. ;Cudntas direcciones de memoriasexisten cuyo primer bit es 1 y terminen, con dos bits iguales?

3. Un ordenador empleal direcciones de 2 bytes scudntas direcciones diferentes se_pueden formar?

Ejercicio' 74 ; Cudntas ordenaciones distintas se pueden hacer de las letras A,"B, 'C, D, E, F que; con-
tengan las letras D, E, F juntas pero en cualquier orden?

Ejercicio 75 Consideremos la palabra CANALILLO.
s ;Cudntas cadenas distintas se pueden formar con todas las letras de esa palabra?
» ;Cudntas de esas cadenas comienzan y terminan con la letra L?

s ;En cudntas cadenas del primer apartado-aparecen juntas las tres letras L?

Ejercicio 76 En un juego de loteria, una apuesta consiste en marcar 6 numeros comprendidos entre 1y
49. Se realiza el sorteo extrayendo 6 de los 49 ndmeros, que forman la denominada combinacion ganadora;
se extrae también un séptimo numero, llamado el complementario, que sdlo influye en las combinaciones
con exactamente 5 aciertos.

1. sCudntas apuestas distintas se pueden hacer?

s Cudntas formas hay de acertar § nimeros y el complementario?
¢y de acertar 5 nimeros sin el complementario.

¢y de acertar solo 4 numeros?

¢y de acertar solo un niumero?

sy de no acertar ningun nimero?

R LS S o

Supdngase que solo reciben premio los boletos que tienen acertados 3 nimeros o mds*zhaymds
formas desrecibir premio o de no recibir premio?

Ejercicio 77 Determine el valor de la variable entera cuenta después devla- ejecucion del siguiente
segmento de programa de MATLAB:

cuenta=0
for i=1:12
for j=i:12
for k=j:12
cuenta=cuenta+3
end
end
end

Ejercicio 78 ;Cudntos términos hay en el desarrollo de la expresion (x +y)(a+b+c)(e+ f+g)(h+1)?

Ejercicio 79 Determine el coeficiente de
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1. zyz% en (x +y+ 2)*

xyz? en (w4 +y+ 2)?
xyz? en (2r —y — 2)*
xyz=2 en (v — 2y + 32714

wia?yz? en (2w — x + 3y — 22)8

S &

wia?yz? en (2w — x + 3y — 22)8

Ejercicio 80 Determine la suma de-todos los coeficientes de los desarrollos
1. (z+y)3
2. (x+y+2)0
3. (z#y) "+ (a0)°

Ejercicio 81 “Demuestre las siguientes igualdades:

Ejercicio 82 Calcule Y < Z ) gk—n
k=0

Ejercicio 83 Se considera el conjunto A={neIN /1 <n <15}
1. ;Cudntos subconjuntos de A contienen todos los niumeros impares?
2. ;Cudntos subconjuntos de A contienen exactamente tres nimeros impares?

3. ¢Cudntos subconjuntos de A de ocho elementos contienen exactamente tres enteros impares?

V{/n,n+2 £ 20
Ejercicio 84 Resuelve el sistema de ecuaciones siguiente:
Vino = 110
Ejercicio 85 Se consideran dos conjuntos finitos, A = {a1,as,...,ar} y B = {b1,ba,..., b, }sfcudntas

aplicaciones hay de A en B?

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 86 Supdngase que en la cafeteria de la escuela se ofertanslos, siguientes menis: hamburguesa,
hamburguesa con queso Yy pizza. ;Como bebidas posibles se permyiten, dentro ‘del mend, refresco, agua o

cerveza, ademds puede elegirse postre entre yogur o fruta. ;Cudntos menius distintos estdan ofertando bajo
las condiciones siguientes?

1. Se puede elegir un plato y una bebida.
2. Se puede elegir un plato, una bebida y un postre opcional.
3. Se puede elegir un plato, una bebida opcional y un postre opcional.

Ejercicio 87 Se quiere establecer un codigo de identificacion de usuario con 7 simbolos que conste de

3 letras sequidas de 4 digitos sse podria identificar con este codigo a una poblacion de 76000000 de
habitantes?
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Ejercicio 88 FEl alfabeto Braille fué desarrollado a principios del siglo XIX por Louis Braille: Los car-
acteres, utilizados por los ciegos, constan de puntos en alto relieve. Las posiciones de los puntos se eligen
en dos columnas verticales de tres puntos cada una. Debe aparecer al menos un punto en altorrelieve.
s Cudntos caracteres Braille son posibles?

6
Ejercicio 89 ;Cudntos términos independientes contiene el desarrollo <x—3y— —> ? ¢Cudl es el
x

valor del coeficiente de x%y de dicho desarrollo?.

Ejercicio 90 Sea 1 < k < n, demuestra que: Cy, j, = —Cp_1 ,—1. Utiliza esta propiedad para demostrar

. k
que: Z kECh i = n2n L,
k=0

Ejercicio 91 En_ungjuego de baraja espanola (40 cartas, 4 palos) se reparten 7 cartas a cada jugador.
Durante el desarrollo’ del juego se gana la mano cuando se tienen dos grupos de 8 3y 4 cartas cada uno,
con el mismo,valor numérico para las cartas que pertenecen al mismo grupo. ;De cuantas formas posibles
se-gana una-mano? Si se consiguen 7 cartas consecutivas del mismo palo se gana el'juego jde cudntas
formas distintas puede hacerse esto?

Ejercicio 92 Calcular el numero de sucesiones que se pueden formar con 8 fichas de parchis rojas, 5
fichas azules y 8 verdes. ;Y si no puede haber dos fichas azules consecutivas? Y si no puede haber dos
del mismo color consecutivas?

Ejercicio 93 Determine el valor de las variables enteras W y P después de la ejecucion de los siguientes
segmentos de programa de MATLAB:

W=0 P=0
for i=1:10 for i=1:10
for j=i:10 for j=1:10
for k=j:10 for k=1:10
W=W+1 P=P+1
end end
end end
end end

Ejercicio 94 Hallar el valor de m que verifica Vi, 2 = Chy 2 + 820.
Ejercicio 95 Se extraen 5 cartas de una baraja de 40 cartas sin reemplazamiento ;cudntos resultados

distintos podemos obtener? ;y si la extraccién se realiza con desplazamiento?

14
3
Ejercicio 96, En el desarrollo de (:17 — —) encuentre el término independiente.
x

Ejercicio 97 Hallar el mimero de sucesiones de 20 términos que se pueden formar. con los digitos 0, 1
y 2, y tales que en todas aparece.al menos un 0, un 1 y un 2.

Ejercicio 98 ;Cudntas cuaternas existen (r,y, z,t) que cumplan 0 <z <y <z <t <20

Ejercicio 99 Una caravana publicitaria consta de 6 coches y 6 furgonetas, siendo todos los vehiculos de
color diferente. ;De cudntas formas diferentes puede organizarse la caravana con la condicion de que no
figuren 2 furgonetas juntas? Si se suprimen 2 furgonetas jcudntas caravanas diferentes se pueden formar
que verifiquen la condicidn anterior?

Ejercicio 100 S% la venta anual media de vehiculos en el reino de Esparnia es de 2000000 y que el actual
cddigo de matriculacion (cada matricula consta de 4 digitos y 3 letras de las 20 posibles) se instaurd en
el ano 2002 ;En qué anio serd necesario cambiar el sistema de matriculacion?

Ejercicio 101 ;Cudl es el coeficiente de xy en el desarrollo (296 + 5y — 1)5?

Yy
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PROBLEMAS DEL TEMA 4.- TEORIA DE GRAFOS

Ejercicio 102 Dibujar un grafo que represente las rutas aéreas diarias de una compania que ofrece los
stguientes vuelos: Todos los dias hay cuatro vuelos que unen Boston y Nueva York, dos Nueva York y
Miami, uno entre Miami y Madrid, cuatro Madrid y Barcelona, uno Barcelona-Boston uno Madrid-Nueva
York y uno Barcelona-Nueva York

Ejercicio 103 Dibuja los grafos Kz y Ks. Dibuja todos los grafos dirigidos completos K3.

Ejercicio 104 De los siguientes grafos, decida si son o no bipartidos. En caso de ser bipartidos, especi-
fique los conjuntos de vértices ajenos:

Ejercicio 105 Dar las matrices de incidencia y adyacencia de los grafos de la figura. Dar también ambas

a) b) c)

matrices para el grafo completo Ky y para los grafos bipartidos completos K 3

Ejercicio 106 Para las matrices de adyacencia siguientes:

10010 01000
00101 10000
a) 01 111 b) 00011
1.0 1 0 0 00101
0 11 00 001 11
00 1.0 0 4 1 11 1 0w
017014 0 1 0 1.071%0
0 100001 0 1 140 1101
010010 11 1.0 171
010100 01 1101
101000 101 1 10

Dibuje un grafo que le corresponda.

Ejercicio 107 Para el grafo de la figura 5, determine:
1. un camino de b a d que no sea un recorrido
2. un recorrido de b a d que no sea camino simple

3. un camino simple de b a d
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b e f

Cc d

Figura 5: Grafo del ejercicio 107

4. un camino cerrado que contenga a b que no sea circuito
5. un circuito de b a b que mo' sea ciclo

6. un ciclo de b.atd

Ejercicio 108 Cualcule cuantos caminos de longitud 2 hay en el grafo de la figura:

¢ Cudntos de estos caminos simples son cerrados?
Ejercicio 109 Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Definimos una relacion R sobre V' como a¥th sia = b
o si existe un camino simple en G de a a b. Demuestre que R es una relacion binaria de equivalencia.
Describa la particion de V' inducida por R.

Ejercicio 110 Sea G el grafo de la figura 6

b € f

Figura 6: Grafo del ejercicio 110

1. ;Cudntos subgrafos coneros de:G tienen 4 vértices e incluyen.un ciclo?

2. Trace el subgrafo de G inducido por el conjunto de vértices {b,c,d,e, f,g}

3. Sea e la arista {c,g}. Trace el subgrafo G — e

4. Sean las aristas de G: e1 = {a,c} y ea = {a,d}. Trace los siguientes subgrafos:
a) (G - 61) — €2
b) (G - 62) — €1
C) G — {61, 82}
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5. ;Cudntos subgrafos recubridores existen en G?
6. ;Cudntos subgrafos recubridores conexos hay en G?

7. &Cudntos subgrafos recubridores generadores de G tienen el vértice a aislado? ;y cudntos tienen el
vértice b aislado?

Ejercicio 111 ;Existe un grafo no dirigido G = (V, E) con 10 aristas y tal que gr(v) =4, Vo € V7 5y
con 15 aristas?

Ejercicio 112 Dibujar, o probar la no existencia, de grafos simples sin lazos y cuyos vértices tengan
grados:

1. 2,2 2 3
2.1,2, 2 3.4
3. 2+ Mudid
41,2, 3,

Ejercicio 113 Para las figuras 7y 8, diga, de forma razonada, silos grafos G1 y G2 son o no isomorfos.

a a’

g b g b’
f c f c
e d e’ d’

G, G,
Figura 7: Grafo del ejercicio 113
a b a’ b’

c c
d d’

f e f e’

G, G,

Figura 8: Grafo del ejercicio 113

Ejercicio 114 Trace los complementarios de los grafos del ejercicioanterior.

Ejercicio 115 Demuestre que si G1 y Ga son grafos simples, Gy es isomorfo a G si y sdlo si lo son sus
complementarios.

Ejercicio 116 FEn los grafos de las figuras 9 y 10, demuestre que son planos, volviendo a trazarlos de
modo que no haya cruces entre aristas o bien que no son planos encontrando un subgrafo homeomorfo a

K5 (1) K373.

Ejercicio 117 Trace todos los drboles no isomorfos que tengan 6 vértices.
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Figura 9: Grafos del ejercicio 116

a b

Figura 10: Grafos del ejercicio 116

Ejercicio 118 Tres monedas tienen la misma apariencia pero una de ellas tiene distinto peso. Se dispone
tan solo de una balanza de platillos sin pesas. Plantee el drbol de decision del problema de encontrar la

moneda diferente.

Ejercicio 119 Completa la siguiente tabla poniendo st o no en cada casilla en blanco:

Vertz.ces Amst'as Abierto Cerrado Nombre
repetidos repetidas
Recorrido
Clircuito
Camino
Ciclo
Camino cerrado
Camino simple
8 13 7
Ejercicio 120 Deéscribe el algoritmo de Kruskal ® T T ®
para encontrar drboles recubridores de coste minimo, . o e 5 . .
y aplicalo al grafo deda figura
®—7 . 7 o 12 ®

Ejercicio 121 Dado el grafo de la figura 11. Obtener:
1. El grafo complementario del grafo inducido por {a,b,c,d, e, f}.

2. Un camino euleriano, st lo tiene.
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3. Un circuito euleriano, si lo tiene.
4. Un camino hamiltoniano, si lo tiene.
5. Un circuito hamiltoniano, si lo tiene.
6. Un drbol recubridor de coste minimo.
3 3
c 4 | 2 T ¢ ! !
4 1
>/ |3 o S 2 3 . 1 2
f
1 3
2 1 2
. 2 d 1 2 . 1 d R
2 2
3 1 1 2
3 1 e 1 2 e
2 2 2 2
b g ] b g ]
Figura 11: Grafo del ejercicio 121 Figura 12: Grafo del ejercicio 132

Ejercicio 122 Utiliza el algoritmo de Kruskal y el algoritmo de Prim para encontrar drboles recubridores
de coste minimo para los grafos:

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

Ejercicio 123 Supdngase que la fila i de la matriz de incidencia de un grafo G es nula ;qué puede
deducirse de esto? ;y si esto ocurre en la matriz de adyacencia? Repita el ejercicio suponiendo que la que
es nula es una columna.
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Ejercicio 124 Se considera el grafo completo K,,, ;cudantos caminos simples de longitud p existen entre
cada par de vértices distintos? sy cudntos caminos simples de longitud p cerrados existen?

Ejercicio 125 Siete ciudades a, b, c, d, e, f y g estin conectadas por un sistema de autopistas como
sigue:

s La A22 va de a a ¢ pasando por b

s La A33 va de ¢ a d, luego pasa por b y continia hacia f
» La A4 va de d por e hacia a

» La A55 va de f a b pasando_por.g

s La A66 va de g a-d

1. Use los vértices para las ciudades y las aristas para los tramos de autopistas que las une, y dibuje
un~grafo dirigido que modele la situacion.

2. Enumere los caminos simples de g a a

3. ¢Cudl es el menor nimero de segmentos de autopistas que tendrian que cerrarse para interrumpir
el paso de b a d?

4. ¢Es posible salir de la ciudad ¢ y regresar a ella, visitando una sola vez las otras ciudades?
5. ¢Cudl es la respuesta del apartado anterior si mo es necesario regresar a c¢?

6. ¢FEs posible comenzar en alguna ciudad y viajar por todas las autopistas exactamente una vez? (Se
permite visitar una ciudad mds de una vez y no es necesario regresar a la ciudad donde se inicio el
recorrido)

Ejercicio 126 Demuestre que un grafo no dirigido G = (V, E) verifica que el nimero de vértices de
grado impar debe ser par.

Ejercicio 127 Dar ejemplos de grafos con a lo mds 6 vértices, que cumplan:

a) es euleriano pero no es hamiltoniano

b) es hamiltoniano pero no euleriano

¢) es euleriano y hamiltoniano

d) no es euleriano ni hamiltoniano

e)ltenga.un camino euleriano abierto pero mo tenga un camino hamiltoniano abierto
f) teiiga un camimo_hamiltoniano abierto pero no tenga un camino euleriano abierto
g) tenga unleamino euleriano. abierto y otro hamiltoniano abierto

h) no tenga un caminozeulerianos abierto ni uno hamiltoniano_abierto.

Ejercicio 128 Hallar todos los grafos simples sin lazos no isomorfos:
1. Con 8 vértices y 26 aristas

2. Con 20 vértices y 188 aristas

n—1
Ejercicio 129 Demostrar que un grafo completo de n aristas, K,,, tiene eractamente Zz aristas.
i=0

Ejercicio 130 Debemos ordenar con un cierto criterio tres elementos a,b,c Plantee el drbol de decision
del problema y el mayor numero de comparaciones que se debe hacer para ordenar.
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Ejercicio 131 Define grafo conexo, ses conexo el grafo de la X y
figura? Define camino euleriano jposee un camino euleriano

el grafo de la figura? Define grafo euleriano ;FEs euleriano el

grafo de la figura? Repita el problema con el grafo obtenido

de eliminar las aristas x e y asi como el vértice incidente con

ambas.

Ejercicio 132 Dado el grafo deila figura 12. Obtener:
1. El grafo complementario del grafo inducido por {a,b,c,d, e, f}.
Un caminoeuleriano, si lo tiene.
Un circuito euleriano, si lo tiene.
Un. camino hamiltoniano, si lo tiene.

Un circuito hamiltoniano, si lo tiene.

S &t B

Un drbol recubridor de coste minimo.
Ejercicio 133 ;Es plano el grafo de la figura 137 Si lo es, dar una representacion plana del grafo, sino

decir porqué.

f

\
\e a

:

:

c///g

Figura 13: Grafo del problema 133 Figura 14: Grafo del problema 134

Ejercicio 134 Sea. el grafo de la figura 14.
1. ;Existelun recorrido euleriano? Si lo hay, dar uno.
2. ;FEs un grafo euleridno? Si lo esy-dar un circuito euleriano.
3. ;FEs un grafo hamiltoniano? Silo es, dar un ciclo hamiltoniano.
4. Obtener un drbol generador de coste minimo.

5. ¢Es un grafo plano? Si lo es, dar una representacion plana del grafo, sino decir porqué.
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