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1 Introduccion informal a la l6gica matematica

En este capitulo describiremos, de manera intuitiva, algunos conceptos importantes de la
l6gica matematica. Como creador de esta disciplina debemos considerar al filésofo y matematico
alemén del siglo XVII; G. W. Leibniz (1646-1716), pero quien la redescubre y desarrolla es el
matematico inglés G. Boole (1815-1864). Entre los que hicieron un aporte decisivo se encuen-
tran el 16gico alemén G. Frege (1848-1925) y el 1égico y filésofo norteamericano Ch. S. Peirce
(1839-1914).

1.1 El lenguaje coloquial
Oraciones declarativas y proposiciones

De los multiples usos del lenguaje, los que interesan a la logica son aquellos que cumplen
una funcion informativa, esto es, cuando se lo utiliza para suministrar informacién mediante
oraciones declarativas o para presentar argumentos.

Ademas, lo que interesa de las oraciones declarativas es su significado.

Recordemos que en Gramatica se indican las siguientes definiciones:

(i) Oracién: Palabra o conjunto de ellas, con sentido completo (plano semdntico) y au-
tonomia sintdctica (plano sintactico). No necesita de ningin elemento extraoracional

para completar su significacion.

(ii) Oraciones declarativas: Son las oraciones que cumplen una funcidn informativa, es decir,
las que afirman o niegan algo y a las cuales se les puede asignar un wvalor de verdad

verdadero o falso.
Por otra parte, en Légica y en Matematica es frecuente usar la siguiente definicion:
(iii) Oraciones equivalentes: Son aquellas que tienen el mismo significado.

Cuando admitimos la nocién de equivalencia entre las oraciones declarativas, a las clases de

oraciones equivalentes las llamaremos proposiciones.!

'El uso que se le da en Légica a la palabra " proposicién” no coincide con el que se le da en Gramética. En

Matemaética también se utiliza ~enunciado” como sinénimo de " proposicién”.



Ejemplos
(1) El Dr. Pérez estudia el contrato de locacion.
(2) El contrato de locacion es estudiado por el Dr. Pérez.
(3) Rodriguez aborrece las obligaciones.
(4) Rodriguez detesta las obligaciones.
(5) Si 6 >4, entonces 6 > 2.
(6) De 6 > 4 resulta 6 > 2.
(7) 6 > 2 es consecuencia de 6 > 4.

(8) De 6 > 4 se deduce 6 > 2.

Las oraciones declarativas indicadas en (1) y (2) tienen el mismo significado y por lo tanto
representan a la misma proposicion.

Las enunciadas en (3) y (4) representan la misma proposicién siempre que aceptemos a la
palabra " detestar” como sinénimo de la palabra "aborrecer .

Las enunciadas en (5), ...,(8) estdn referidas a propiedades de los nimeros reales y en

Matematica se acepta que representan a la misma proposicion.
Otros ejemplos
(9) Siete es mayor que doce.
(10) sQuién es?.
(11) Ella es inteligente.
(12) En otros planetas del sistema solar hay diversos tipos de seres vivos.

La oracién indicada en (9) es una proposicién, y mas precisamente una proposicién falsa.

La oracién del ejemplo (10) es interrogativa y no cumple una funcién informativa, entonces
no puede considerarse ni verdadera ni falsa. Por lo tanto no es una proposicion.

En (11) la palabra ella es variable, la oracién no es ni verdadera ni falsa ya que ella no
estd especificada, luego no es una proposicién. La oracién de (12) es una proposicién ya que es

verdadera o falsa, aunque nosotros no estamos en condiciones de decidir como es.



Proposiciones simples y compuestas
Las proposiciones se pueden dividir en proposiciones simples y proposiciones compuestas.

Proposiciones simples

Llamaremos proposiciones simples a aquellas que no contienen propiamente a otra proposi-

cion.
Ejemplo
El gobernador de Mendoza presento la renuncia.
Proposiciones compuestas
Diremos que una proposicién es compuesta si no es simple.
Ejemplo
St Garcia aprueba el examen es porque ha estudiado.
Podemos reemplazar la proposicién anterior por la siguiente,
Si Garcia ha estudiado, entonces aprueba el examen
la cual contiene propiamente a las proposiciones
Garcia ha estudiado,
aprueba el examen, |Garcial
y por lo tanto es compuesta.
Las conectivas

Son palabras, frases o expresiones lingiiisticas que ligan a dos proposiciones llamadas com-
ponentes, y tales que la expresion asi obtenida es una proposicién cuyo valor de verdad queda

definido en términos de los valores de verdad de sus componentes.
La conjuncion de proposiciones y la conectiva y

La proposiciéon compuesta que obtenemos al unir dos proposiciones por la palabra y se

denomina conjuncién de dichas proposiciones.



Ejemplo

2 es un numero positivo y 2 no divide a 15.

La disyuncion de proposiciones y la conectiva o

La proposicién compuesta que resulta al unir dos proposiciones por la palabra o se denomina
disyuncién de dichas proposiciones.
Observemos que en el lenguaje coloquial la palabra o tiene al menos dos significaciones

distintas.

Ejemplos

(i) Los clientes que sean estudiantes universitarios o jubilados serdn favorecidos con un 20%

de descuento.

(i1) Juan acepta ser el candidato a intendente por la lista blanca o renuncia al partido.

El ejemplo (i) puede ser reformulado del siguiente modo:

Los clientes que sean estudiantes universitarios serdn favorecidos con un 20% de descuento

o los clientes que sean jubilados serdn favorecidos con un 20% de descuento.

En este caso, la palabra o se usa en sentido no excluyente puesto que no se niega la posibili-
dad de descuento a los jubilados que estudien en la universidad. En cambio en (ii), o estd usada
en un sentido excluyente ya que, o es el candidato a intendente o renuncia, y no se pueden dar
las dos posibilidades simultaneamente.

En general, es dificil determinar el sentido en que esta usada la conectiva o.

En Latin se usan ‘aut’ y ‘vel’ para el o excluyente y el no excluyente respectivamente.

En Logica y en Matematica la palabra o se usa siempre en el sentido no excluyente.
Ejemplos
(i) Estudiaré musica o canto coral.

(ii) El gobierno argentino establece un control sobre la caza del zorro colorado, o esas especies

se extinguirdn en un futuro muy prorimo.



(iii) 13 es un nudmero primo, o es divisible por un nimero distinto de 1 y 13.

(iv) Barcos japoneses o rusos pescan en aguas argentinas.

En las proposiciones dadas en (i) y (iv) el sentido del o es no excluyente, en cambio en (ii)

y (iii) es excluyente.

Proposiciones condicionales y la conectiva si ... entonces ...

Dadas dos proposiciones que denominaremos antecedentey consecuente, llamaremos proposi-
cién condicional a la que obtenemos al anteponer la palabra si al antecedente y unirla al con-

secuente por medio de la palabra entonces.
Ejemplo
St Marta fue al museo, entonces vié esa famosa escultura.

tiene por antecedente a
Marta fue al museo
y por consecuente a
vid esa famosa escultura. [Martal

A las conectivas que acabamos de ver las llamaremos conectivas binarias porque siempre
ligan a dos proposiciones dando origen a una nueva proposicion.
Ahora consideraremos una conectiva unaria, es decir una conectiva que aplicada a una

proposicion produce una nueva proposicion.
La negacion de una proposicion y la conectiva no

Llamaremos negacion de una proposicion a la proposicién que tiene significado opuesto a la

dada.
En algunos casos es posible obtener la negacién de una proposicion, colocando la palabra

no delante del verbo de la proposicion dada.
Ejemplo
Si la proposicion es

1 es un numero par,



su negacion es
1 no es un numero par.

También podemos obtener la negacion anteponiendo a la proposicion dada la conectiva no

es el caso que.
Ejemplo

La negacién de
1 es un numero par,

puede obtenerse escribiendo
no es el caso que 1 es un numero par.
Observemos que la negacién de una proposicién simple es compuesta.
Constantes y variables

Hay disciplinas como la Matematica que desarrollan su propio lenguaje coloquial. A veces

se hace necesario distinguir en él dos tipos de términos, las constantes y las variables.
Constantes

Son términos que tienen un significado fijo que permanece invariable en el curso de las
consideraciones. Por ejemplo, en la aritmética intervienen constantes tales como uno (1), cero

(0), suma (+), producto (-), etc.
Variables

No poseen significado propio. Es frecuente designar a las variables con letras a,b,c... , x,

Yy Zonn
Usaremos variables para construir funciones proposicionales, férmulas y funciones designa-

tivas.?
Funciones proposicionales

Dado que las variables no poseen significado propio, la expresion:

2En esta introduccién, la palabra funcién no tiene el significado que se le da en Matemética



x es un numero natural,

no es una proposicion. Se transformara en una proposicién si reemplazamos la variable z por
alguna constante adecuada.

Las frases que contienen variables y que tienen la forma de una proposicién las llamaremos
funciones proposicionales.

Entonces las funciones proposicionales son tales que al reemplazar las variables por cons-
tantes (variables iguales por constantes iguales) se convierten en proposiciones.

Si al efectuar el reemplazo indicado, la proposicién obtenida es verdadera, diremos que los

objetos designados por esas constantes satisfacen la funcién proposicional.
Ejemplos

Si consideramos nuevamente la funcion proposicional
T es un numero natural,

1
y reemplazamos x por 3 y posteriormente x por 3 obtenemos las proposiciones:

3 es un numero natural, [proposicién verdadera]

1 ) .

— es un numero natural. [proposicién falsal
Foérmulas

Son funciones proposicionales o proposiciones formadas exclusivamente por simbolos mate-

maticos.
Ejemplos
(i) 2z <5, [férmulal
(i) z+y =09, [férmula]
(i)  mds y es igual a9, [no es una férmulal
(iv) 4 > —1. [férmulal



Funciones designativas

Son aquellas expresiones en las cuales al reemplazar las variables por constantes se trans-

forman en constantes.

Ejemplos
(i) =+ 2, [si z = 2, designa a 4]
(i) z <y. [no es funcién designatival
Cuantificadores

Son expresiones del tipo:

(i) para todo z, para todo y, ...

(ii) existen z,y,... tales que ....

La primera recibe el nombre de cuantificador universal y la segunda se llama cuantificador

existencial. Se suelen simbolizar,

(i) (ve)(vy). ..,
(ii") (Fz)(Jy)....
respectivamente.
Ejemplos
(i) Todos los hombres son mortales.

(ii) Algunos hombres son necios.

Podemos usar variables y cuantificadores para escribir oraciones equivalentes a las anteriores,

del siguiente modo:

(") Para todo x, si x es hombre, entonces x es mortal.

(i') Ewiste x tal que x es hombre y x es necio.



Estos ejemplos ilustran que existen casos en que si anteponemos cuantificadores a las fun-

ciones proposicionales obtenemos proposiciones, aunque no siempre es asi.

Ejemplos
(i) z+ 2>y, les funcién proposicional]
(i) (3z)(Fy)(Fz)(x + 2z > y), les proposicién verdaderal
(iii) (Vz)(z+ 2z > vy). [es funcién proposicional en y, 2|

Variables libres y ligadas

Si al anteponer cuantificadores a una funcién proposicional obtenemos una proposicion
diremos que las variables estan ligadas (o que son variables aparentes), en caso contrario diremos

que hay variables libres (o variables efectivas).

Ejemplos
(1) (Vo)(Vy)(3z)(z +y = 2), [z,y, z son ligadas]
(il) Fy)(z <vy). [y es ligada, z es libre]

1.2 El lenguaje simbdlico

Desde ahora en adelante supondremos que a cada proposicién le podemos hacer corresponder
un nombre, por ejemplo una letra latina maytscula: P,Q, R?,..., y en algunos casos usaremos

letras con subindices: P, Py, Ps, .. ..
Variables proposicionales

Llamaremos variables proposicionales (v.p.) a los simbolos utilizados para designar a las
proposiciones simples.
Observemos que las variables proposicionales no son wvariables en el sentido del parrafo

Constantes y variables.

3Es decir, el simbolo P representa a todos los miembros de la coleccién de oraciones declarativas que tienen

el mismo significado.



Meta-variables

Llamaremos variables sintacticas (o meta-variables) a las utilizadas para designar proposi-

ciones arbitrarias y habitualmente las simbolizaremos con letras latinas mintsculas a, b, c, . .. , p,

q,7, . ...

La diferencia entre las letras P,Q, R, ... y las letras a, b, c, ... consiste en que las primeras
son meras etiquetas que designan ciertas proposiciones particulares, en cambio las iltimas son

variables que pueden ser sustituidas por dichas etiquetas.
El dlgebra de las formas proposicionales

Indicaremos a continuacién de qué modo podemos describir al conjunto de las proposiciones
en términos de las proposiciones simples y las conectivas mencionadas anteriormente.

Sea X el conjunto de las v.p. y consideremos los simbolos A, V, —, ~. Con For[X] designare-
mos al conjunto cuyos elementos llamaremos formas proposicionales (f.p.), formas enunciativas

o simplemente polinomios y que se construyen por medio de las siguientes reglas:
(R1) si x € X, entonces z es f.p.,
(R2) sipy g son fp., entonces pAgq,pVq, p— qson f.p., [p, ¢ variables sintécticas]
(R3) sip es una f.p., entonces ~ p es una f.p., [p variable sintéctica]
(R4) (de cierre) las unicas f.p. son las determinadas por R1, R2 y R3.

Diremos que el sistema F = (For[X], A\, V, —, ~) es el dlgebra de las formas proposicionales.

Interpretacion de los simbolos

Si p y g son f.p. que designan a ciertas proposiciones del lenguaje coloquial, entonces

pPANG, pVQq p—q,

representan a la conjuncion, disyuncién y condicional de dichas proposiciones, respectivamente.

Ademds,
~p

representa a la negacién de la proposicién que designa p.

Asi por ejemplo, si p y g designan respectivamente las proposiciones

10



El sol es una estrella,

La luna es un satélite de la Tierra,
entonces p A q designa
El sol es una estrella y la luna es un satélite de la Tierra.

De lo expuesto anteriormente resulta que el conjunto de las proposiciones coincide con
ForX].

Tablas de verdad

Ahora bien, como toda proposicién es verdadera o falsa, podemos pensar que cualquier f.p.
dada toma el valor de verdad verdadero o el valor de verdad falso.

Consideremos el conjunto IB = {F,V}, donde F y V son simbolos arbitrarios para designar
las nociones falso y verdadero respectivamente. Entonces, dada una f.p. p tendra sentido hablar
del valor de verdad de p o de la valuacion de p, que notaremos con v(p), y escribiremos v(p) = F
6 v(p) =V, si p designa una proposicién falsa o verdadera, respectivamente.

En este apartado indicaremos de qué modo se puede definir el valor de verdad de una f.p.
a partir de los valores de verdad de las v.p. que la constituyen.

En cada caso, lo haremos por medio de una tabla llamada tabla de verdad asociada a la f.p..
El producto logico

Dadas dos proposiciones parece adecuado considerar que la conjuncién de ellas sea verdadera
cuando ambas lo sean. Luego si p,q € X, la valuacién de p A ¢ queda definida a partir de la

valuacién de p y la valuacion de ¢ segin se indica en la tabla 1.2.1:

I~
—
=
N—

<
~
=
—

I~
N
=

>
)
N—

<|H[<|H™

F
F
F tabla 1.2.1
v

<|<|=|H=

La tabla anterior nos permite definir sobre IB, lo que llamaremos producto légico y notaremos

con -, del siguiente modo:

11



F|F|F tabla 1.2.2
VIF|V

Tenemos asi que v(p A q) = v(p) - v(q).
La suma légica

Dadas dos proposiciones y teniendo en cuenta que la disyuncién de ellas corresponde al o
no excluyente (o débil) del lenguaje coloquial, resulta natural aceptar que es verdadera cuando
al menos una de ellas lo sea. Entonces si p,q € X, la valuaciéon de p V ¢ queda determinada por
la tabla 1.2.3:

I~
—
=
N—

<
~—~
K
~—

I~
)
=

<
)
N~—

<|H|I<|H™

F
\Y
A% tabla 1.2.3
\Y

<|<|=|m™

Ella induce una operacién binaria sobre IB, lo que llamaremos suma légica y que notaremos

con +, de la siguiente manera:

+ | F |V
FIF|V tabla 1.2.4
V|IVI|IV

Entonces se verifica v(p V q) = v(p) + v(q).
Observemos que aun cuando nos hemos limitado a considerar el o en sentido no excluyente,

hay grandes diferencias entre el uso del o en el lenguaje diario y en la légica.

Ejemplos

(i) En el lenguaje coloquial unimos dos proposiciones simples con la letra o cuando ellas

tienen alguna relacién; jamas podriamos considerar la siguiente proposicion:
El aeropuerto de Buenos Aires estd inoperable o cinco es un niumero primo.

Y menos aun tomarla como verdadera.

12



(ii) En el lenguaje coloquial el o se halla influido de ciertos factores de caracter sicolégico.

En efecto

”Imaginemos, por ejemplo, que un amigo nuestro, después de habérsele preguntado
cudndo dejard la ciudad, contesta que lo hard hoy, manana o pasado. Si mds tarde
comprobamos que en aquel momento nuestro amigo ya habia decidido partir ese mis-
mo dia, tendremos probablemente la impresion de haber sido confundidos ex profeso
Yy que nuestro amigo nos dijo una mentira”.

(A. Tarski, Introduccién a la Légica, Espasa Calpe, 1968).

La implicacion légica

En el caso de la implicacién, el lenguaje coloquial no nos ayuda demasiado. La tabla que
vamos a definir se aparta algo de nuestra intuicién y estara basada en el uso que se le da en
matematica a la nocién de implicacién.

Nosotros aceptaremos que la frase
si P, entonces @,
tiene el mismo significado que las frases
P implica Q,
de P se deduce (@),
P tiene por consecuencia a Q,

Q) es consecuencia de P.

Entonces, dadas las v.p. p y ¢ tenemos que completar la tabla siguiente:

v(p) | v(g) | v(p — q)
F | F
F A\ tabla 1.2.5
V | F
V|V

13



Observemos que, como en los casos anteriores, una vez construida la tabla 1.2.5, podremos

definir sobre IB, lo que llamaremos implicacién légica, y que designaremos con —, de modo tal

que se verifique:

v(p — q) = v(p) = v(q).

Entonces podemos modificar la tabla 1.2.5 y escribir

v(p) | v(g) | v(p) — v(q)

F | F

F | V

Vv F tabla 1.2.6
V|V

Por lo tanto debemos definir
(i) F—F,
(ii) F—V,
(iii) V—F,
(iv) V= V.

Teniendo en cuenta que en matematica no se hacen deducciones a partir de hipdtesis falsas,

sélo deberiamos ocuparnos de los casos (iii) y (iv), pero a los efectos de completar la tabla 1.2.6

también indicaremos los valores de (i) y (ii).

Definimos
(i) F—F=V,
(ii) F—» V=V,
(ii) V— F =F,

(iv) Vs V=V,

Estas igualdades pueden interpretarse como sigue:
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(i) Es verdadero (2do. miembro) que de algo falso (antecedente) se puede deducir algo falso

(consecuente).

(ii) Es verdadero (2do. miembro)que de algo falso (antecedente) se puede deducir algo ver-

dadero (consecuente).

(iii) Es falso (2do. miembro)que de algo verdadero (antecedente) se puede deducir algo falso

(consecuente).

(iv) Es verdadero (2do. miembro) que de algo verdadero (antecedente) se puede deducir algo

verdadero (consecuente).

Indicaremos a continuacién ejemplos dados por E. Gentile en ”Notas de Algebra”, (Eudeba,

Bs. As., 1988) que justifican las definiciones (i) y (ii).
(i) De
1=-1, [proposicién falsa]
se deduce, sumando 1 a ambos miembros,

2=0. [proposicién falsa]

1=-1, [proposicién falsa]
se deduce, elevando ambos miembros al cuadrado,
1=1. [proposicién verdaderal

Por otra parte, dado que la Matematica no es una ciencia contradictoria, jaméas probaremos
a partir de una hipdtesis verdadera una conclusion falsa. Esto motiva la definicién (iii).

Finalmente, resulta adecuado considerar como verdaderas las conclusiones obtenidas de
hipétesis verdaderas lo que justifica la definicién de (iv).

Resumiendo, la tabla 1.2.5 se completa como sigue:
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4
=
3
N—

<
—~
)
~—

4
o
3

tabla 1.2.7

<|<|H=|™

<|m|<| -
<m<<¢

Luego, la tabla 1.2.7 nos permite definir la implicacién légica del siguiente modo:

—~|F |V
F|IV]|V tabla 1.2.8
VI|IF|V

La negacion légica

Dada una proposicién, su negacion serda verdadera si ella es falsa y serd falsa si ella es

verdadera. Luego, la tabla de verdad es:

v(p) | v(~ p)
F Vv tabla 1.2.9
Vv F

En IB queda definida la llamada negacion logica, que notaremos con —, como sigue:

r | —x

i \Y tabla 1.2.10
V| F

Entonces se verifica v(~ p) = —v(p).

A partir de las tablas anteriores podemos construir la tabla de verdad de cualquier f.p..

Ejemplos

Para

simplificar, cuando no haya lugar a confusién al calcular las tablas de verdad, escribire-

mos p en lugar v(p).

i) pA(~q)
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pla|~alpr(~q)
F|F| V F
F|V| F F
VIF| V \%
V|IV|F F
(i) p = (¢ V)
pla|r|qvr|ip—(qgVr)
F|F|F| F \%
F|F|V]| V \%
F|V|F| V \Y%
F|V|V]| V \Y%
VIF|F| F F
VIF|V| V \Y%
VIVI|IF| Vv \Y
VIiv|iv| Vv \Y

El dlgebra de prueba

Llamaremos algebra de prueba al sistema (IB, -, +,—,—,F V), donde -, +, — y — son las
definidas por las tablas 1.2.2, 1.2.4, 1.2.8 y 1.2.10 respectivamente.

En lo que sigue cambiaremos los simbolos F, V por los simbolos 0 y 1, respectivamente.

1.3 Tautologias, contradicciones y contingencias

Sea p € For|[X], diremos que
(i) p es una tautologia si la tabla de verdad de p toma siempre el valor 1,
(ii) p es una contradiccion si la tabla de verdad de p toma siempre el valor 0,

(iii) p es una contingencia si no es una tautologia ni una contradiccion.

Ejemplos
Hallar la tabla de verdad de
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i) p—=q) = ((p—=>7r)—=(@—(gAT))).

Para simplificar, escribiremos

—

a=(p—=r)—=({@—(@AT)),

Q
>
=

SN—

SN—

N~—

B=p—q9 —((p—1)—(—(

S
3

—lo|lr|lo|l~lr|=r]|]
<
)

—Rllolo|lo|l—Rr ||| >

<
3
»—tOOOr—kr—tr—tr—tS\
>
=
SN—

RlRrlRrlRlIO|lOolo|lO|l
=l ORI FR|O|O|IR
| Ol =R | O = | O|l=|O] 3
HHOOHHH}—*J/
R l—rlolRr R~ |R|~]Q
el Ll el e el e BN

Por lo tanto (8 es una tautologia.

(ii) pA~p
pl~p|pA~p
0
1| 0

Por lo tanto p A ~ p es una contradiccién.
Tautologias itmportantes
(1) p — p, [ley de identidad]

(2) (pAq) = p,

(pAq) =g, [leyes de simplificacién del producto 16gico]

(3) p—(pVa),

q— (pVaq), [leyes de simplificacién de la suma logical
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4) p—=q) = ((g—=7)—=(p—r)),
(5) ~(pA ~p),

(6) pV ~p,

(7) p— (¢ —=p),

8) ~p—(p—q),

9) (p—q) V(g—p).

[ley del silogismo hipotético]
[ley de contradiccion]

[ley del tercero excluido]
[ley de absorcion]

[ley de Duns Scoto]

[ley de linealidad]

Ya sabemos que podemos interpretar a las férmulas como representaciones simbdlicas de

frases del lenguaje coloquial, asi por ejemplo pensaremos que las tautologias (1) a (9) pueden

ser simbolizaciones de las frases
(1) de p se deduce p,
(2) p y q implican p,
p Yy q implican q,
(3) de p se deduce p o q,

de q se deduce p o q,

(4) sip implica q, entonces p implica v es consecuencia de q implica r,

(5) no es el caso que p y no p,

(6) p o nop,

(7) de p se deduce que q implica p,

(8) la negacion de p implica que q es consecuencia de p,

(9) de p se deduce q o de q se deduce p.

1.4 Equivalencia semantica

Dadas p, ¢ € For[X], diremos que p es semanticamente equivalente a g y escribiremos p = g,

si ambas tienen la misma tabla de verdad.
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Ejemplos

i) p=g=~pVy,

pla|~p|p—>q|~PVQq
00| 1 1 1
0(1] 1 1 1
110 O 0 0
1111 0 1 1

(ii)) pvg=(p—q) —q,

plalp—a|pVe|(P—q —q
olo| 1 0 0
ol1] 1 1 1
1{0]| o 1 1
1{1] 1 1 1

Equivalencias importantes
Sean p,q,r € For[X]. Entonces
(1) pVag=qVp,

(2) pAg=qAp,

) pV(gvr)=(pVgVr,

(4) pA(gAr) = (pAg) AT,

() pA(gVr)=(pAgV(pAT),
6) pVigAr)= (Ve A(pVr),
(7) pAgm~(~pV ~q),

8) pVagm~(~pA~q),

9) p=pVp,

(10) p~pAp.
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Como consecuencia de (3) de ahora en més escribiremos pV¢Vr para indicar indistintamente
pV(gVvr) 6 (pVq)Vr. Andlogamente, de (4) escribiremos p A ¢ A r para indicar p A (g A7)
6 (pAq) AT

1.5 Conjunto adecuado de conectivas

Un conjunto {ci,...,c,} de conectivas se dice adecuado si toda tabla de verdad puede ser

obtenida en términos de esas conectivas.
Ejemplos

Los siguientes son conjuntos adecuados de conectivas:
(i) {A,V,—,~},

(i) {~,V}.

1.6 Formas argumentativas

Llamaremos forma argumentativa a una sucesiéon finita py,ps, ... ,pn,p de f.p., y diremos
que p es la conclusion de las premisas p1,pa,... ,Pn. A veces representaremos a una forma

argumentativa de alguna de las siguientes maneras:
(1) P1,D2,--- Pn, .. Dy
(11) P,

D2,

Pn,
.
Ejemplos

(i) modus ponens:

pP—4q,
p,
q.
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(ii) modus tollens:

b,
~q =~ D,

q.

Validez de una forma argumentativa

Una forma argumentativa py,ps, ... ,p,, .. p es valida si, para toda asignacién de valores
de verdad a las v.p. que aparecen en ellas que verifique v(p;) = ... = v(p,) = 1, también se

verifica que v(p) = 1.
Ejemplos

Analizar si las siguientes formas argumentativas son vélidas o no:

©)  p,

~q—Dp,

q.
plgl~q|~q—=>p||\P|~q9—DP|q
00| 1 0 0 0 0
o1 O 0 1 1
110 1 1 1 1 0
1111 0 1 1 1 1
Por lo tanto no es valida.

(i) p,

~ g —~ D,

q.
pig|l~q|~p|~q—=>~pl|lP|~q—~D|Qq
00| 1 1 1 0 1 0
o1 O 1 0 1 1
110 1 0 0 1 0 0
1111 0 0 1 1 1 1

Por lo tanto es valida.
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1.7 Consecuencias semanticas

Si una forma argumentativa

P1,P2,--- yPny .. P

es valida, diremos que p es consecuencia semdntica de pi,ps, ... ,p, vy escribiremos:

{p1,p2,... ,on} Ep.

Mas generalmente, si A es un conjunto cualquiera de f.p., diremos que p es consecuencia
semdntica de A y escribiremos A |= p, si existen py,... ,p, € A tales que {p1,... ,pn} E p.
La correspondencia que a cada A C For[X] le asigna el conjunto C(A) = {p : A E p}

recibe el nombre de operador de consecuencia semantico.
Teoremas semdnticos

Si p es consecuencia semdntica de (), diremos que p es un teorema semdntico y escribiremos

= p.

Observemos que = p si, y sélo si, p es una tautologia.
Version semdntica del Teorema de la Deduccion

Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) {p1,p2, .- ,rn} E D
(i) = (pr Ap2a A ... Apn) = p.

Ejemplo

Verificar que = ((p = q) A (g — 1)) — (p — 7).
Aplicando el teorema de la deduccién probaremos que {p — ¢,q > r} =Ep—r
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plglr|p—q|lgq—rT|Dp—T
0({0]0 1 1 1
0{0|1 1 1 1
0(1(0 1 0 1
0(1]1 1 1 1
1100 0 1 0
1101 0 1 1
1110 1 0 0
1111 1 1 1

1.8 Formas proposicionales normales disyuntivas y conjuntivas

Si en la construccion de la f.p. « intervienen las variables 1, x», ... ,Z,, en los casos nece-

sarios, escribiremos o = a(x1, g, ... , Ty)-
Formas normales disyuntivas

Llamaremos forma normal disyuntiva (fn.d.) a toda f.p. a = a(xq,xe, ... ,z,) tal que

— *
o = ’Lj7

%

* 4 k
zt;, donde T =3 6 Tl =~

Il
—

<3
I>:

J

Se puede probar que

Toda o € For[X]| que no es una contradiccion es semdnticamente equivalente a una forma

normal disyuntiva (3.

M¢étodo para calcular una f.n.d. equivalente a una f.p. «
Sea a = a(zy,...,z,) € For[X].
Paso 1
Calculamos la tabla de verdad de a.

Paso 2

Hallamos todas las n—uplas t = (¢y, ... ,t,) de las valuaciones de las variables, para

cuales o toma el valor 1.
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Paso 3

Para cada uno de los ¢ obtenidos en el paso 2, consideramos la formula

oy =2 AN... Nz, donde x} =x;,s1 t;,=1 6 x =~ x;5s1t; =0.
Paso 4

La férmula buscada es: =0y, Voy, V... Vay,.

Ejemplo

Hallar la fn.d. dep — (~ g Ar).

~gAT | p—=(~gAT)

2
<

Ll Ll == =R =~
R = QlO|=|IM=|IO O (I
R | O[O = | O|Mm=[D] =
olo|lrRr|lRr|lOo|l O]
oO|lo|IRr|O|lO|O|I—]| O
olo|m|lo|m|m|m]|M

t1 =1(0,0,0), ay =~pA~gA~T,

to =(0,0,1), au =~pA~qgAT,

ts =(0,1,0), g =~pAgA~T,

ty =(0,1,1), a =~pAgAT,

ts = (1,0,1), a, =pA~qgAT,

(~pA~gA~STIV (MPA~GAT)V (D AGA~T)V (~pAGAT)V (DA~ qgAT).
Formas normales conjuntivas

Llamaremos forma normal conjuntiva (fn.c.) a toda f.p. a(xy,...,z,) de la forma
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>3

n
V zj;, donde xj; =, 6 xj; =~ ;.
1j=1

Se puede probar que

Toda oo € For[X] que no es una tautologia es semdnticamente equivalente a una forma

normal conjuntiva 3.
M¢étodo para calcular una f.n.c. equivalente a una f.p.
Sea o = a(x1, ... ,x,) € For|X].
Paso 1
Calculamos la tabla de verdad de a.

Paso 2

Hallamos todas las n—uplas t = (¢, ... ,t,) de las valuaciones de las variables, para

cuales o toma el valor 0.
Paso 3

Para cada uno de los ¢ obtenidos en el paso 2, consideramos la formula

oy =27V...Vz,,donde z} =x;,8it; =006 z] =~z sit; =1
Paso 4

La férmula buscada es: 8=y Aoy, A Aoy,.

Ejemplo

Hallar la fn.c. de (~p —q) A 7.

plag|r|~p|~p—=q|(~p—=q AT
o/olo]| 1 0 0
olof1]| 1 0 0
o/1/0] 1 1 0
0[1|1] 1 1 1
1{o0|0] 0 1 0
11o0|1] 0 1 1
1(1|0] 0 1 0
111]1] 0 1 1
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t1 =1(0,0,0), o, =pVaqVr,

to =(0,0,1), o, =pVaqV ~r,
ts =(0,1,0), g, =pV~qVr,
ty =(1,0,0), o, =~pVaqVr,
ts =(1,1,0), an =~pV~qVr,

(pVagVr)A(PVeV~T)A PV ~gVTr)A(~pVgVr)A(~pV ~qgVr).

1.9 Ejercicios
E 1.9.1
(i) {Cuadles de las siguientes expresiones son proposiciones?

7 es un numero par.
..Qué hora es?

)
)
(c) 3? — 5 es un niimero impar.
)
)

(ii) Indicar cuéles de las siguientes proposiciones son compuestas:

(
(

a) En la Argentina no se han producido epidemias de viruela en los tltimos diez anos.

b

Juan no esta bien informado o no quiere aceptar las noticias.

)
)
(c) Comprendo los puntos de vista de Marta, pero no los comparto.
(d) Si me levanto temprano, tomo el tren de las ocho.

)

(e) En los dias feriados el centro de Bahia Blanca permanece desierto.
E 1.9.2

,Cuales de las siguientes expresiones son funciones proposicionales, funciones designativas y

formulas?

27



(i) = es hermano de Juan.
(i) Va2 = Jz].
(iii) 222 — 3y + 1.
(iv) el méximo comun divisor de z, y y z.

(v) y es el maximo comun divisor de z y z.

E 1.9.3

Las funciones proposicionales que aparecen en la aritmética y que sélo contienen una variable
(aunque ésta puede intervenir, como es natural, en varios lugares de la funcién dada) se pueden

dividir en tres categorias:
(a) funciones que se satisfacen para todo nimero,
(b) funciones que no se satisfacen para ningin nimero,
(c) funciones que se satisfacen para algunos nimeros y no se satisfacen para otros.

JA cudl de estas categorias pertenecen las siguientes funciones proposicionales considerando

como dominio de interpretacién al conjunto de los niimeros reales?.

O)§:4+m
(ii) =2 < 0.

(i) z2+2z+1=0.
(iv) = < |z|.

(v) z+10=2+ 1.
(vi) z+10> 1+ .
E 194

(i) Si a la funcién proposicional = +y = z se le anteponen cuantificadores, se podran formar

con ella seis proposiciones distintas; por ejemplo:
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(a) para numeros cualesquiera z e y, x + y = x,
(b) para un nimero cualequiera z, existe un nimero y tal que z +y = z,

(c) existe un nimero y tal que para todo nimero z, x + y = x.

Formular las retantes proposiciones y estudiar cudles de ellas son verdaderas, considerando

como dominio de interpretacién al conjunto de los niimeros reales.
(ii) Idem inciso (i) para la funcién proposicional 2 < y.
E 1.9.5

Indicar en cada caso una proposicién del lenguaje coloquial que no contenga cuantificadores ni

variables y con significado equivalente a:
(i) Para todo z, si x es pais inexplorado, entonces x es fascinante.

(ii) Existe z tal que z es politico y = es honesto.
E 1.9.6

Sustituir cada una de las siguientes proposiciones por otra con significado equivalente formulada

con cuantificadores y variables:
(i) Algunos trabajos son insalubres.
(ii) Todos los comerciantes aumentaran sus precios.
(iii) Ciertas avenidas tienen doble circulacién.

(iv) Cualquier rectangulo tiene cuatro lados.
E 1.9.7

Escribir las siguiente expresiones en lenguaje simboélico y distinguir variables libres y ligadas:
(i) para todo z, z - (—y) = —(z - y),
(ii) para nimeros cualesquiera x e y, si z <y y z < 0, entonces x - z > y - 2,
(iii) existe un numero z tal que = +y = x,
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(iv) z-(y+2) = (z-y)+ (z-2),
(vi) para todo x, % > 0.
E 1.9.8
. Qué numeros reales satisfacen cada una de las siguientes funciones proposicionales?
(i) para todo nimero z, z? > y,
o . 1
(ii) existe un ndmero y tal que — = z.
Y

E 1.9.9

(i) Traducir las siguientes férmulas al lenguaje coloquial:
(a) (Vo)(z <0—= (Fy)(y >0 A xz+y=0)),

(b) FAx)ly<z A z<2A ~(z-y>0)),

o) (W)@*=y— (Ez)(z-2=-y V z-2=y)).

—~

(ii) Reciprocamente, escribir las siguientes expresiones en lenguaje simbdlico:

(d) existen nimeros y y z tales que para todo nimero x, z <z +yy z > v,
(e) para niimeros cualesquiera x e y, si (z + y)? = z, entonces x2 + 2zy + y* = 2,

(f) para nimeros cualesquiera y y z, existe un ntmero z tal que si y < z y z < z,

entonces no es el caso que y + z > x.

Senalar en cada una de las expresiones (a), ... , (f) cudles son variables libres y cudles ligadas. Si
alguna variable es libre, dar ejemplos siempre que sea posible, de nimeros reales que satisfacen y
que no satisfacen las funciones proposicionales. Para aquellas expresiones que son proposiciones,
determinar si son verdaderas o falsas considerando como dominio de interpretacién al conjunto

de los niimeros reales.

E 1.9.10

Dadas las siguientes proposiciones:
A: 15 es multiplo de 5,
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B: 4 es divisible por 2,
C: 9 es divisible por 7,

traducir al lenguaje coloquial

i) Bv~C, (i) ~BV(A—=0)
(i) (CA~ A) — B, (iv) CA(~ A= B).
E 1.9.11

Escribir en lenguaje simbélico e indicar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposi-

ciones:

(i) 8 es par o 6 es impar,
(ii) 8 es par y 6 es impar,
(iii) 8 es impar o 6 es impar,

1v) 8 es impar y 6 es impar
(iv) par y par,

v) si 8 es impar, entonces 6 es impar,
(v) P p
vi) si 8 es par, entonces 6 es impar
(vi) par, par,
vil) si 8 es impar, entonces 6 es par

(vii) par, par,
(viii) si 8 es impar y 6 es impar, entonces 8 < 6.

E 1.9.12

Indicar en cada caso, cudl es la forma correcta de negar las siguientes proposiciones:

(i) 2 <5y 3 esimpar.
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(ii) Llueve o voy al cine.

(a) no llueve o no voy al cine,
(b) ni llueve ni voy al cine,

(c) no es cierto que llueve y no voy al cine.
(iii) 6 es multiplo de 2 y 3.
(
(b

a) 6 no es multiplo de 2 y no es multiplo de 3,
6 no es multiplo de 2 o no es multiplo de 3,

(c) 6 es multiplo de 2 y no es multiplo de 3,

)
)
)
(d) 6 no es multiplo de 2 ni de 3.

E 1.9.13

Dados p, ¢ € For[X], consideremos la conectiva <> cuya tabla de verdad es la siguiente:

pla|peg
0lo] 1
o[1] o
10| 0
11| 1

Sean r, s, t € For[X] tales que v(s) = v(r) = 1y v(t) = 0. Calcular el valor de verdad de

las siguientes f.p.:

(i)  (sAt) &t (ii) (r <> t)A ~r,
(ili) ~ (r<~t), (iv) (tV ~ 1) < (t A s).
E 1.9.14

Construir las tablas de verdad de las siguientes f.p. y clasificarlas en tautologias, contradicciones

y contingencias:
(i) ~p—(qV~p),
(i) (pAg) = p) =g
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(iii) (pAq) —~p,

(iv) (vp—=q) = (~q—p),

(v) pA~ (pVa),

(vi) (PAQV (rA~q)) < ((vpAg)V (~TA~q))

E 1.9.15

Determinar, en cada caso, a, § € For[X] tales que las siguientes f.p. sean tautologias:
(i) ~a— «,
(ii) eV B,
(ifi) @A (~a — ).
E 1.9.16

Demostrar que los siguientes pares de f.p. son semanticamente equivalentes:

i)  ~~p 2

(i) peg (pAg)V(~pA~q),

(i) (pAq) =, p—(qg—r)

(iv) p—gq ~q =,

(v) p—q ~pVq,

(vi) ~(pVa), ~ pA ~ g,

(vil) (»—q —q pVg,

(vili) p— (g —r), q—(p—r),

(ix) (=9 A(@—p), (pAq@)V(~pA~q).
E 1.9.17

Probar que {~, A}, {~, V} y {~, =} son conjuntos adecuados de conectivas.

E 1.9.18
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Investigar la validez de las siguientes formas argumentativas:

i) p—g (i) gAr
~qVvr pP—4q
S.p—r r
" p
(i) (pAg) = (rVs) (i) pV(gAr)
~TA~S s—n~(pVyq)
.~ DPV ~Qq sVt
-
E 1.9.19

Para cada una de las siguientes argumentaciones escribir una forma argumentativa que se

corresponda con ella y determinar si es valida o si es no valida.

(i) Si Marta ha ido al museo, entonces conoce esa famosa escultura. Marta no conoce esa

famosa escultura. Luego, Marta no ha ido al museo.

(ii) Los soldados encontraron cerrado el paso, o si temieron un ataque enemigo, se refugiaron
en las montanas. Pero los soldados no se refugiaron en las montanas. Luego, los soldados

encontraron cerrado el paso o no temieron un ataque enemigo.

(iii) Pedro no fue debidamente defendido o es realmente culpable. Si Carlos fue su abogado,
fue debidamente defendido. Por lo tanto, si Carlos fue su abogado, Pedro es realmente

culpable.

(iv) Si Carlos aumenta de peso, entonces abusé de dulces o abusé de pastas. Si Carlos no
abusé de dulces, entonces estd mintiendo. Si Carlos estd mintiendo y aumenta de peso,

entonces no abus6 de pastas. Por lo tanto, Carlos abusé de dulces.
E 1.9.20

Demostrar que cualesquiera sean p, ¢, r € For[X]

i) A~prtE@®—9, (i) F(—p),
(iii) {pA ~p} Eq, (iv) {pVag~p}Eq,
v) {p—=a~q E=~p, (Vi) {p—=atE(r—p) —(r—9.
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E 1.9.21

Demostrar aplicando la version semantica del teorema de la deduccion.
i) F(p=aA(@=7) = (=),
(i) E=(p—=aAAr) = (gAT),
(iii) = (P =)A= (g—=7) = (@—=7).
E 1.9.22

Encontrar en cada caso una f.p. en

(i) forma normal disyuntiva semanticamente equivalente a

(a) (PVag) —=~q
(b) ~(pAq) < (pVa),
(©) (p=q)V(pA~T)
(ii) forma normal conjuntiva semanticamente equivalente a
(@) (pVg) = (~q¢—=~p),
(b) (p—=a) AT,

(c) p— (g ).
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2 Conjuntos

2.1 Introduccién

La siguiente es una exposicion de la teoria de conjuntos de naturaleza intuitiva. Tomaremos
como conceptos primitivos, es decir no definidos, a las nociones de elemento y de conjunto.
También utilizaremos una relacién primitiva que notaremos € y que llamaremos relacion de
pertenencia.

Habitualmente designaremos a los elementos y a los conjuntos con letras latinas mintusculas
y mayusculas respectivamente, aunque a veces no es posible o no es conveniente respetar estas
convenciones.

Un conjunto estd determinado cuando disponemos de un criterio para establecer si un
elemento pertenece o no a dicho conjunto.

A las féormulas a € A, a ¢ A las leeremos: el elemento a pertenece al conjunto Ay el

elemento a no pertenece al conjunto A, respectivamente.

Igualdad de conjuntos

A la férmula A = B la leeremos: el conjunto A es igual al conjunto B, o A es igual a B.

Y admite la siguiente interpretacién:

Ay B son dos conjuntos que tienen los mismos elementos y por lo tanto deben ser

idénticos.

A la formula A # B la leeremos: los conjuntos A y B son distintos. Y significa que Ay B

no son idénticos, es decir, que no tienen los mismos elementos.

Representaciones de conjuntos

Representacion por extension

Comenzaremos analizando un ejemplo. Para indicar al conjunto E cuyos elementos son

las estaciones del ano, escribiremos

E = {verano, otono, invierno, primavera}.
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Entonces diremos que el segundo miembro de esta igualdad es una representacion por ex-
tension de E.
Generalizando lo anterior, para designar conjuntos por extension, con respecto a sus ele-

mentos, tendremos en cuenta las siguientes reglas:
(R1) Los escribiremos separados por comas y encerrados por una llave inicial y otra final.
(R2) No repetiremos ninguno de ellos.
(R3) Los denotaremos en cualquier orden.
Aplicando R3 al conjunto E, también escribiremos:
E = {otono, verano, primavera, invierno}.

Es claro que los conjuntos que no tienen un nimero finito de elementos, a los que llamaremos
conjuntos infinitos, no admiten representaciones por extensién. Sin embargo, en algunos casos
de conjuntos infinitos, es frecuente utilizar representaciones similares a ellas, asi por ejemplo se

suele designar al conjunto IN de los nimeros naturales con {1,2,3,...}.
Representacion por comprension

Si D es el conjunto de los dias del ano 1994, para representarlo por extension deberemos

escribir sus 365 elementos, utilizando simbolos de algin tipo, por ejemplo
D={1/1,2/1,...,31/1,1/2,...,28/2,... ,1/12,...,31/12},

donde los puntos suspensivos significan que hemos omitido escribir algunos de sus elementos.

La siguiente, es una manera mas sencilla de describir a D:
D = {z : z es dia del ano 1994}.

Diremos que el segundo miembro de esta igualdad es una representacion por comprension

de D y la leeremos: D es el conjunto de los elementos x tales que x es dia del ano 199.

Consideremos ahora el conjunto H de los habitantes de la Republica Argentina (R.A.). Aun
cuando pudiésemos contar a sus elementos, es practicamente imposible precisar cuales son, y
por lo tanto, no podriamos representarlo por extension. Luego, es imprescindible hacerlo por

comprension. Entonces escribiremos:

37



H = {z : x es habitante de la R.A.}.
El esquema general para representar un conjunto A por comprension es el siguiente:

(C1) Determinaremos una cldusula que notaremos con P y tal que la verifiquen tinicamente los

elementos de A.

(C2) Escribiremos A = {x : x verifica P}, y leeremos: A es el conjunto de los elementos x que

verifican P.
En general, existe mas de una clausula para definir a un conjunto. En efecto, si consideramos
A={3,4,5,6,7}
y las clausulas

P1: x € IN, x es mayor que 2 y menor que 8§,

P2: z € IN, x es mayor o igual que 3 y menor que 8§,
resulta claro que vale
A ={x:x verifica P1} = {z : x verifica P2}.

Observemos que existen expresiones lingiifsticas con apariencia de clausulas, que no pueden

ser utilizadas como tales. Asi por ejemplo,
P3: Un ntmero natural par.

Por otra parte, hay expresiones de naturaleza subjetiva que no definen a un conjunto; una

de ellas es:
P4: Los alumnos inteligentes de segundo grado.

Algunas observaciones sobre las representaciones

Si S es el conjunto de los dias de la semana, aceptaremos que podemos escribir:
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S = {x:x esdiadelasemana}
= {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo}
= {monday, tuesday, wednesday, thursday, friday, saturday, sunday}

= {lu, ma, mi, ju, vi, sa, do}.

En la tercera representacién de S, los dias de la semana estdn escritos en inglés, y en la
cuarta hemos usado abreviaturas de los nombres de los dias de la semana escritos en castellano.
Es decir, como siempre se trata del mismo conjunto S, no podemos cambiar sus elementos, y

por lo tanto estamos admitiendo que podemos cambiar los nombres de dichos elementos.

2.2 El conjunto vacio

Necesariamente debemos admitir que todo elemento es igual a si mismo, esto es, debemos

aceptar que a la clausula,
P: los z tales que = = x,

la verifican todos los elementos que consideremos.

En oposicion, aceptaremos que la clausula
P: los x tales que = # «,
no es verificada por ningin elemento.

D 2.2.1 Denotaremos con ) al conjunto {x : x # x} y lo llamaremos conjunto vacio.

2.3 Descripcion grafica de conjuntos

Hacer dibujos para simbolizar conjuntos es un recurso didactico de gran utilidad. El proced-
imiento que detallaremos a continuacién, tiene limitaciones y deberemos tener siempre presente
que se trata, como lo manifestamos al comienzo, de un buen recurso didactico.

Las reglas que utilizaremos para realizar el diagrama de un conjunto A son las siguientes:

(R1) Si A =0, entonces A no tiene diagrama.
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(R2) Si A # (), dibujaremos una curva cerrada que no se entrecruce, como la de la figura 2.3.1

y representaremos a A con la regién sombreada y sin la curva, como la de la figura 2.3.2.

A A

figura 2.3.1 figura 2.3.2

En lo sucesivo al sombreado lo haremos solamente en los casos necesarios.

(R3) Si A es un conjunto finito y queremos representar todos sus elementos, para cada uno de

ellos, dibujaremos un punto o una senial cualquiera en la zona que representa a A.
Observacion importante

Sea A # () y supongamos que la figura 2.3.2 es un diagrama de dicho conjunto, por R3 todos
los elementos de A estan en el interior de la zona acotada, pero no tenemos porqué suponer
que todos los puntos de la misma representan elementos de A.

Mas aun, si A es un conjunto finito seguramente hay puntos de dicha zona que no represen-
tan elementos de A.

Asi por ejemplo si A ={1,2,3,4,5}, la figura 2.3.3 serd un diagrama de A.

A

figura 2.3.3

En este caso solamente cinco puntos de la zona acotada designan elementos de A.

2.4 Subconjuntos de un conjunto

La relacion de inclusion

D 2.4.1 Llamaremos relacion de inclusion y la denotaremos por C, a la relacion determinada

por las siguientes propiedades:
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(C1) O C A, para todo conjunto A.

(C2) Si A y B son conjuntos y A # (), entonces A C B si, y sdlo si, todo elemento de A es

también elemento de B.

A la féormula A C B la leeremos: A es subconjunto de B.
También es usual leerla de las siguientes maneras: A estd incluido en B, A estd contenido

en B, A es parte de B, etc.. Nosotros usaremos indistintamente cualquiera de ellas.

A la féormula A € B la leeremos: A no estd contenido en B. Y significa que no se verifica
AC B.

De C2 resulta que para comprobar que A C B tenemos que ejecutar el siguiente esquema

de trabajo:

Paso 1:
Haremos la hipétesis H: Sea x € A un elemento cualquiera.
Paso 2:
A partir de H, utilizando razonamientos vdlidos, demostramos la tesis T: x € B.

En este contexto, es trivial demostrar que para todo conjunto A, se verifica A C A. En

efecto,

de la hipotesis

H:z € A,

resulta la tesis

T: x € A.
Nota. Si queremos representar a A por comprensién por medio de la clausula P y sabemos que
A C B, entonces en algunos casos por ser conveniente, escribiremos A = {z € B : z verifica P}.

Propiedades de C

Las propiedades que indicaremos a continuacién, son las mas importantes de la relacion C.

Cualquiera sean los conjuntos A, B y C' se verifican:
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(01) AC A [propiedad reflexiva]

(02) SiAC By B C A, entonces A = B. [propiedad antisimétrical
(03) SSAC By B CC, entonces A C C. [propiedad transitiva]
Observacion

La propiedad O2 nos suministra un método para determinar cuando dos conjuntos A y B

son iguales:
Paso 1:
Verificamos que A C B.
Paso 2:
Verificamos que B C A.

Paso 3:

Del paso 1, paso 2 y O2 concluimos que A = B.

La relacion inclusion estricta

D 2.4.2 Llamaremos relacion de inclusion estricta y la denotaremos por C, a la relacion defini-

da de la siguiente manera:
AC B si, ysolosi, ACByA#B.
A la formula A C B la leeremos: A es subconjunto propio de B o A estd estrictamente
contenido en B.
Ejemplos

(i) Los conjuntos A = {4,5,7,10,24}, B = {5,10}, C = {3,10,24} y D = {1,4} son tales
que BCA CZ A, D¢ A.

(ii) Consideremos los conjuntos: A = {z : = es letra de la palabra durazno },

B = {xz : x es letra de la palabra zorra }, C = {z : x es letra de la palabra aro}.
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Entonces A = {d,u,r,a,2,n,0}, B = {z,0,1,a}, C = {a,r,0} y se cumple C C B, B C A.

En algunos textos se utiliza el simbolo C para la relacién C. Pero no nos parece adecuado.

2.5 El conjunto de las partes de un conjunto

D 2.5.1 Llamaremos familia de conjuntos a un conjunto cuyos elementos son a su vez conjun-

tos.
El siguiente es un ejemplo muy importante de familia de conjuntos:

D 2.5.2 Dado un conjunto A, llamaremos partes de A a la familia P(A) ={X : X C A}.

Ejemplos
(i) P@) = {0}.

(ii) B = {luna, sol} = P(B) = {0, {luna}, {sol}, B}.

2.6 Operaciones con conjuntos

En lo que sigue, aunque no lo digamos explicitamente, todos los conjuntos que considerare-
mos serdn subconjuntos de un conjunto fijo R llamado referencial (o universal), es decir, seran

elementos de P(R).

La interseccion

D 2.6.1 Llamaremos interseccion de A con B al conjunto
ANB={ze€eR:xz€ Ayxc B}.

Es frecuente simbolizar a la clausula que define la interseccién con
re ANz € B.

D 2.6.2 Si A y B son tales que AN B =0, diremos que son disjuntos.

Observemos que es aqui donde aparece la necesidad de contar con el conjunto vacio.
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La union

D 2.6.3 Llamaremos union de A con B al conjunto
AUB = {z € R: x pertenece al menos a uno de los conjuntos A, B}.
Tenemos asi que x € AU B si, y sélo si, x satisface alguna de las tres condiciones siguientes:
(H)ze A, (2) z€B, (3) € ANB.
Para abreviar la escritura de la clausula anterior, la simbolizaremos con:
r€AVzeB.

El simbolo V, llamado alternacion, desempena el papel del o débil del castellano.

Entonces

AUB={zx€R:x€ AVz € B}.

La diferencia

D 2.6.4 Llamaremos diferencia de A y B al conjunto
A\B={zecR:z € Ayx ¢ B}.

La complementacion

D 2.6.5 Llamaremos complemento de A (relativo a R) al conjunto R\ A.

Es frecuente usar también, alguno de los siguientes simbolos para designar al complemento
de A: €A, €A, A’, A. Luego,

A'={zeR:x ¢ A}

La nocién de complemento depende del conjunto referencial R elegido, esto es, si variamos

el referencial varia el complemento.
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Ejemplos
(i) Sean R =11,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11},
A={1,2,5,6,7,9},

B =1{1,3,4,5,9,10},

C={2,7}.
Entonces
ANC =C,

ANB=1{1,5,9},
AUC = A,
B\ A = {3,4,10},

B’ ={2,6,7,8,11}.

8 1. S \B
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(i) Sean R ={2,4,7}, A={2,7}, B = {4}. Luego AN B = ).
(iii) Sean R = {z : x es letra de la palabra murciélago},
A = {x : z es letra de la palabra cielo},

B = {z : x es letra de la palabra olor}.

Entonces

AN B = {l,o},
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A\ B = {e,i,c},
AU B ={e,i,c,lo,r},
B\ A={r},
R\ A = {m,u,a,g,r},

B\R=1.

R

2.7 Diagramas
Sean A y B conjuntos no vacios. Entonces se pueden presentar las siguientes situaciones:
(i) ACB,BZ Ay ANnB#10,
(i) AZB,BZ Ay AnB =10,
(ili) A By BC A,
(iv) ACByBYZA,

(v) A=B.

La interseccion

La zona sombreada indica A N B.

B B
A
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La union

La zona sombreada indica A U B.
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La diferencia

La zona sombreada indica A\ B.

La complementacion

La zona sombreada indica A’
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2.8 Propiedades de las operaciones conjuntistas

Las propiedades fundamentales de las operaciones indicadas anteriormente son:

(P1) An(BNC)=(AnB)NC, [asociatival
(P2) AnNA=A, [idempotencia]
(P3) AnB=BnNA, [conmutatival
(P4) Au(BUC)=(AUB)UC, [asociatival
(P5) AUA = A, idempotencial
(P6) AUB=BUA, [conmutatival
(P7) AN(AUB) = A, [absorcién]
(P8) AU(ANB) = A, [absorcién]
(P9) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), [distributival
(P10) AU(BNC)=(AUB)N(AUC), [distributival

(P11) (ANnB)Y = A UB,
(AUB) =A'NnB. [leyes de De Morgan)]

Si A es un conjunto finito, indicaremos con |A| el nimero de elementos de A.

2.9 Principio de inclusion y exclusiéon
T 2.9.1 Sean A y B dos conjuntos finitos, entonces
|AUB| =|A|+|B| — |ANBj.
Dem.
(i) Si AN B =0, entonces |AN B| =0y en este caso es claro que
|AUB| = |A| +|B].
Luego,
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|JAUB| =|A|+|B|—-0=|A|+|B| - |AN B|.
(i) Si AN B # (), entonces AUB = (A\ B) UB. Como A\ By B son disjuntos, entonces
|[AUB| = |(A\ B)| + |B| [por (i)]
= |A\ B| +|B|+[ANB| - |AN B|

= |A|+|B| - |ANB|. (A\B)U(ANB)=A] 1

2.10 Ejercicios
E 2.10.1
Dados los siguientes conjuntos representados por comprension, representarlos por extension:
(a) A={z:z € N, z* < 25},
(b) B={z:x € R, 2* = -1},
(c) C={x:z €N, 2* —2x — 3 =0},
(d) D=A{z:z € Z, |x| <4},
(e) F={x:z=19%y€{0,1,2}}.
E 2.10.2
Representar por comprension, de dos maneras distintas, cada uno de los siguientes conjuntos:
(a) conjunto vacio,
(b) de los nimeros enteros cuyo cubo es menor que 27,
(c) {1,2,3,4,5},
(d) de los nimeros reales positivos cuyo cuadrado es menor que 4.

E 2.10.3

Sean A = {(Z)v {17 2, 3}7 {4}7 4, {57 6}}7 B = {{Q)}a {1}7 {2}7 {3}7 {4}7 {5}7 {6}} y
C = {{(Z)}, 1,2,3,4,5,6}.
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(a) (Es A= B = C? Justificar la respuesta.
(b) ¢{Cuaéles de las siguientes expresiones son correctas?

0 e A, 0 € B, 0ecdC,

0 C A, 0 C B, hcc,

{0} C A, {0} C B, {0} cc,
{1,2,3} e A, {1,2,3} ¢ B, {1,2,3} €C,
{ayca,  {{aycB  {{4hco

4 €A, 4 € B, 4e€C,
{1,2,3} C A, {1,2,3}C B, {1,2,3} CC,
{{0},4} C A, {{0},4} C B, {{0},4} CC.

(c) Hallar ANB, AnNC,BNC,BNCNA, A\B,C\B,B\CyAuU(B\C).
E 2.10.4

(a) Escribir las operaciones que dan por resultado la zona sombreada.

e

@D (&

(b) Sombrear en cada diagrama la zona correspondiente a los conjuntos

(i) (AnB)UC,
(i) (AUB)\C,
(ii) (A\ B)NnC,
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(iv) (BNCY U A.

E 2.10.5
Dar un ejemplo de tres conjuntos W, X eY talesque W e X, X €Y yW &Y.
E 2.10.6
Sean A, B y C subconjuntos de un conjunto U. Probar que
(a) ANA=A,
(b) AN(AUB) = A,
(c) AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC),
(d) (A7) = A4,

(e) (ANBY = A'U B/,

(f) AUA =T,
(g) ANA"=0,
(h) 0'=1U,
i) U =0.

E 2.10.7

Sea U el conjunto de las letras del alfabeto y sean A = {a,b,c} y C = {a,b,d,e}. Si
|JANB|=2y ANB C B C C, hallar B.

E 2.10.8

52



Usando un diagrama de Venn determinar, si existen, conjuntos A, B y C' que verifiquen

simultaneamente las siguientes condiciones:
(i) AnB =0,
(ii) (CNB)\ A=0,
(i) (CNA)\ B=0,
(iv) (CNnA)u(CNB)U(ANB) #0.
E 2.10.9
Sea AAB = (A\ B)U(B\ A). Demostrar que
(a) AAB=(AUB)\ (BnNA),
(b) AAB=BAA,
(c) AnD = A,
(d) st AAB = AAC, entonces B = C.
(Sugerencia: Usar que AA(BAC)=(AAB)AC).
E 2.10.10
Determinar la validez de las siguientes afirmaciones:
(a) st AUB = AUC, entonces B = C,
(b) si ANB =ANC, entonces B =C,
(c) si AAB = AAC, entonces B = C.
E 2.10.11
Probar que
(a) AN (BUC) = (A\ B)N(A\C),
(b) AC Bsi, ysolosi, ANB =0,
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(c) (AUB)N B = Asi, ysélosi, ANB =0,
(d) AAB=AUB i, ysolosi, AN B = {.
E 2.10.12
Simplificar las siguientes expresiones:
(a) (ANnB)YU(BNCOC),
(b) (AUBUC)N(ANB' NC") N,
() ((AnB)UC) NBY,
(d) (AUB)NnA)U(BNA).
E 2.10.13
Sean A = {1,2,3,4}, B={0,{0}} y C = {a,b}. Hallar

(a) todos los subconjuntos de A con tres elementos,

E 2.10.14

Probar que P(AN B) = P(A) NP(B). |Es esta igualdad vélida para la unién?. Justificar

la respuesta.
E 2.10.15

(a) En visperas de un triatlén se realiza una encuesta entre 80 personas obteniéndose la
siguiente informacién: 30 practican ciclismo, 39 natacién, 32 atletismo, 10 ciclismo y
natacion, 15 natacién y atletismo, 17 ciclismo y atletismo, y 11 ningin deporte. ;Cuantas

personas estan en condiciones de participar en el triatlon?
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(b) Los duefios de un video club desean conocer las preferencias de sus 1049 asociados para

los fines de semana. Realizada una encuesta se obtienen los siguientes resultados:

— 444 personas desean ver una pelicula de suspenso.
— 347 personas prefieren ver una comedia.
— 502 personas estan a sacar una pelicula de accion.
— 139 personas quieren ver de accién y suspenso.
— 154 personas estan dispuestas a sacar una pelicula de accién y comedias.
— 604 personas eligen ver peliculas de suspenso o comedias.
— 124 personas no desean ver ninguno de estos géneros.
Determinar
(i) {Cudntas personas desean ver los tres géneros?

(ii) ;Cudntas personas manifestaron su deseo de ver unicamente comedias?.
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3 Relaciones y funciones

3.1 Producto cartesiano
Pares ordenados

Tomaremos a la nocién de par ordenado como concepto primitivo.

Diremos que (u,v) es un par ordenado que tiene a u como primera componente y a v como

segunda componente.

Igualdad de pares ordenados

D 3.1.1 Dos pares ordenados (a,b) y (c,d) son iguales si, y sdlo si, a =c y b =d.

Producto cartesiano de dos conjuntos

D 3.1.2 Sean A y B dos conjuntos dados. Llamaremos producto cartesiano de A por B, y lo

representaremos con A X B (que leeremos A por B), al conjunto
Ax B={(a,b):a€ A, be B}.

Si A = B, entonces notaremos con A% a A x A.

Ejemplo
Sean A = {1,2} y B = {a, b}, entonces

Ax B =1{(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}.

Representaciones grdficas del producto cartesiano

Sean A = {a,b,c} y B = {x,y}, entonces

A x B ={(a,2),(a,y), (b,z), (b,y), (c,z), (c,y)}.

Un gréafico comodo de A x B es el siguiente:
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En este caso, cada flecha distingue un par ordenado.

3.2 Relaciones

Relaciones binarias

D 3.2.1 Sean A y B dos conjuntos. Llamaremos relacion binaria entre los elementos de A y

los de B a cualquier subconjunto R de A x B.

Es claro que ) y A x B son relaciones binarias entre los elementos de A y los de B. Repre-
sentaremos con Rel(A, B) al conjunto de las relaciones binarias entre los elementos de A y B.

Entonces

Rel(A,B)={X : X C Ax B} =P(Ax B).

Notaciones utiles

A continuacién vamos a introducir las siguientes notaciones:
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(i) Frecuentemente escribiremos aRb (que leeremos: a estd en relacidn R con b) para indicar

que (a,b) € R.

(ii) Si aRb, diremos que b es un correspondiente de a por R, o que b es una imagen directa

de a por R. Al conjunto de todas las imdgenes de a por R lo notaremos R(a), esto es
R(a) ={be€ B : (a,b) € R}.

(iii) Si aRb, diremos que a es una preimagen de b, o que a es una imagen inversa de b. Al

conjunto de todas las imdgenes inversas de b lo notaremos R~(b), esto es
R7Y(b) ={a € A: (a,b) € R}.

Ejemplo

Sean A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d} y R = {(1,a), (1,b), (2,¢), (3,¢), (3,d), (4,d)},

entonces

R(l) = {av b}’ R(2) = {C}’ R(?’) = {07 d}7 R(4) = {d}v

R~Ya) = {1}, R7'(b) = {1}, R7}(c) ={2,3}, R7!(d) = {3,4}.

Dominio, imagen y rango de una relacion binaria

D 3.2.2 Sea R C A x B. Diremos que
(i) {a € A: existe b € B tal que (a,b) € R} es el dominio de R,
(ii) {b € B : existe a € A tal que (a,b) € R} es la imagen de R,
(iii) B es el rango de R,
y los simbolizaremos con Dom(R), Im(R) y R(R) respectivamente.
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Ejemplo
Sean A ={1,2,3,4}, B ={a,b,c,d} y R={(1,a),(1,b),(1,¢),(3,b)}, entonces

Dom(R) ={1,3}, Im(R) ={a,b,c} y R(R) = B.

Relacion opuesta de una relacion binaria

D 3.2.3 Si R es una relacion binaria, entonces llamaremos relacion opuesta de R (o relacion

inversa de R), y la representaremos con R°P, a la relacion
R” ={(y,z) : (z,y) € R}.

Ejemplo

Si R = {(a,b), (a,c)}, entonces R? = {(b,a), (c,a)}.

Composicion de dos relaciones

D 3.2.4 Sean R, y Ry dos relaciones, llamaremos composicion de Ry con Ry y la representa-

remos con Ry o Ry, a la relacion definida del siguiente modo:
Ryo Ry = {(z,2) : existe y que verifica (z,y) € Ry, (y,2) € Ry}.

Observemos que el simbolo Ryo0 Ry se lee en forma inversa a como esta escrito: Ry compuesto

con Rs.

Ejemplo

Si las relaciones estan definidas sobre conjuntos finitos, la forma mas sencilla de hallar la

composicion es mediante diagramas.
R, Ry
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RZ o Rl = {(a,x), (b7 Z)}
Algunas propiedades de la composicion

(i) La composicién de dos relaciones se puede realizar siempre, y en algunos casos es el

conjunto vacio.
(ii) Cualesquiera sean las relaciones Ry, Ry y Rj se verifica

R3 9] (R2 o Rl) = (Rg 9] Rg) @) Rl.

Matriz asociada a una relacién binaria

Toda relacién binaria finita puede ser representada por una matriz del siguiente modo:

D 3.2.5 Sea R una relacion binaria entre los elementos de los conjuntos A = {a1,... ,an} y
B = {by,...,bn}. Llamaremos matriz asociada a R, y la indicaremos con M(R), a M(R) =

(Tij)nxm donde

1 si(ai,bj) €R
Tij = I
0 en caso contrario

Ejemplo
Si A= {a,b,c}, B={1,2,7,10} y R={(a,7), (a,10), (b,2), (¢, 1), (¢, 7)}, entonces

10

M(R)= b

S = O N
_ O =

1
0
0
1

Algunas propiedades de la matriz asociada a una relacion binaria

(i) La suma de los nimeros de la i—ésima fila representa la cantidad de correspondientes que

tiene a; por R.

(ii) La suma de los numeros de la j—ésima columna representa la cantidad de preimégenes

que tiene b; por R.
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(iii) A partir de los datos A, B 'y M(R) podemos obtener R.

(iv) Dada una matriz M = (7;;)nxm €xiste una relacién R tal que M = M (R). Dicha relacién

no es unica.

Ejemplo

1 10
Sea M =
0 01

entonces Ry = {(a,1),(a,2),(b,3)} y Ry = {(1,a),(1,b),(2,¢)} son tales que M(R;) =
M (R3) pero Ry # Rs.

Este ejemplo muestra que la correspondencia que a cada relacion binaria le asigna su matriz
asociada no es inyectiva. Si Ry # Ry con M(R;) = M(R3), tenemos que los graficos de dichas

relaciones coinciden (y esto es lo que importa).

3.3 Relaciones n—arias

n—uplas
Diremos que (aq, as, ... ,a,) es una n—upla que tiene a a; como j—ésima coordenada, j =
1,2,... n.

Igualdad de n—uplas

D 3.3.1 Dos n—uplas (a1, az,...,a,) y (b1,ba, ..., b,) son iguales si, y sdlo si, se verifica

(llzbl, agzbg,...,an:bn.
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Producto cartesitano de varios conjuntos

D 3.3.2 Sean Ay, Ay, ..., A,, n conjuntos dados. Llamaremos producto cartesiano de estos

n
n conjuntos, y lo representaremos con Ay X Ay X --- X A, ¢ HA,-, al conjunto

=1

Al XAQ X xAn:{(al,ag,... ,an):al €A1,a2 EAQ,... ,anEAn}.
SiAi=A,=...=A,=A4,a HAi lo representaremos con A”.
i=1
Ejemplo

Sean A; = {a,b,c}, Ay = {z,y} y A3 = {1}, entonces

Al X A2 X A3 = {((L,IE’, ]-)a (&, Y, ]-)a (b,l’, 1)7 (bay7 1)7 (C,CL’, 1)7 (Cay7 1)}

Relaciones n—arias

D 3.3.3 Llamaremos relacion n—aria entre los elementos de los conjuntos Ay, Az, ..., A, a

cualquier subconjunto de Ay X Ag X -+ X A,.

Al conjunto de todas las relaciones n—arias entre los elementos de los conjuntos Ay, A,,

..., A, lo representaremos con Rel(A;, A, ..., A,). Entonces

Rel(A1, Ay, ... Ay) ={X 1 X C Ay x Ay x - x A} =P 4).

=1

Dominio, tmagen y rango de una relacion n—aria

D 3.3.4 Dada X € Rel(Ay,...,A,), llamaremos dominio, imagen y rango de X respectiva-

mente a los conjuntos
Dom(X) ={(as,... ,a,1) €Ay x--- X A, 1:existebe A, y (ai,...,a,_1,b) € X},

Im(X)={be A, :existe (ar,... ,ap_1) €Ay X+ xAp_1y (a1,...,a,-1,b) € X},

Ejemplo
Sean A; = Ay = {0,1,2}, A3 ={1,3,4} y X ={(0,0,1),(0,1,1),(2,1,1)}, entonces
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Dom(X) = {(0,0),(0,1), (2, 1)},
Im(X) = {1},
R(X)=11,3,4}.

j-ésitma proyeccion de una relacion n—aria

D 3.3.5 Sea X C Ay x --- x A,, llamaremos j—ésima proyeccion de X al conjunto
P,={acA,:(a,...,a5-1,a,0j41,... ,a,) € X}.
Ejemplo
Sea X = {(a,1,1),(b,2,1),(c,0,—1),(d,1,1)} C A} x Ay x As.

En este caso, aun cuando no conocemos a los conjuntos Aj, A, Az, podemos determinar

las tres proyecciones de X
P1 = {a,b,c,d}, P2 = {1,2,0} y P3 = {1,—1}
Algunas propiedades de las proyecciones

(i) Si X C Ay x A, entonces P = Dom(X) y P, = Im(X). Esto no sucede si n > 2.

(ii)) Sea X C A; x Ay X ... x A, ysean Py, P,, ..., P, todas las proyecciones de X, entonces

es facil verificar que
XCPxPx...xP,.

Es decir, podemos considerar que X es una relacion entre los conjuntos proyecciones de

la relacion.
Si llamamos coordenada superflua a cualquier elemento a € A; que no es j—ésima coor-
denada de ninguna de las n—uplas de X, y tomamos a X como una relaciéon entre los
elementos de los conjuntos proyecciones en lugar de los conjuntos Aq, As, ..., A,, elimi-
naremos las coordenadas superfluas.
Ejemplo
Sean A; = {a,b,c,d e}, Ay ={0,1,2,3}, A3 ={1,—1} y X C A; x Ay x A3 tal que
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X ={(a,1,1), (5,0,1), (c,0,1), (¢, 1,1)}.

Entonces tenemos que d, e, 2, 3, —1 son coordenadas superfluas. En cambio, considerando las
proyecciones P, = {a,b,c}, P, ={0,1}, Py = {1} y X C P, x P» x P3, no tenemos coordenadas

superfluas.

Se puede demostrar que si la relacién n—aria X C A; x Ay x ... x A, es tal que X C

Bi x By X ...x B,,entonces P, X P, X ... X P, C By XByXxX...xB,.

3.4 Funciones

Ahora veremos un tipo especial de relacién binaria particularmente importante.

Relaciones funcionales

D 3.4.1 Liamaremos relacion funcional o funcién a toda f € Rel(A x B) que verifica

(a,b) € fy(ac)ef=>b=c

Ejemplo

Sean A = {a,b,c}, B={1,2,3} y
fi =A{(a,1), (b, 1), (c,2)},
f2=1{(a,1),(0, 1)},
fs=A{(c,2)},
fa=A{(a,1),(a,2),(b,3)},

entonces f1, fa, f3 son funciones pero fy no lo es pues (a,1),(a,2) € f1y 1 # 2.

Observaciones

(i) Siendo que las funciones son relaciones especiales, podemos determinar dominio de f,

imagen de f y rango de f de la manera ya vista.

Si f1 v fs3 son las del ejemplo anterior, tenemos que
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D0m<f1) = {CL, b? C} = A7 Im(fl) = {172}7 R(fl) = Bv
Dom(fs) = {c}, Im(fs) = {2}, R(fs) = B.
(ii) Si f es una relacién funcional, entonces para cada a € Dom(f) el conjunto f(a) tiene un
solo elemento.

Para abreviar escribiremos b = f(a) en lugar de f(a) = {b}, y diremos que b es el

correspondiente de a por f.

(iii) Cuando el dominio de f es finito, en lugar de definir a f por extensién se suele hacer por

medio de una tabla.

fi()

a:|abc

CIENE

C)@‘Q‘H

1
1
2

(iv) En casi todos los textos se suele escribir: sea y = f(z) una funcion dada, que es una ex-
presién incorrecta pues una funcién es un conjunto y f(x) es solamente el correspondiente

de = por f. A pesar de ello cuando nos sea conveniente también la utilizaremos.

Funciones totales y parciales

Funciones totales

D 3.4.2 Si f C A X B es una relacion funcional y Dom(f) = A, entonces diremos que f es
una funcion total de A en B o que es una funcion de A en B, y escribiremos f : A — B o
A-L B

Ejemplo

Sea f = {(a,1),(b,2),(c,2)}, entonces si elegimos A = Dom(f) = {a,b,c} y B = {1,2},
tenemos que f: A — B.
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Funciones parciales

D 3.4.3 Si f C A X B es una relacion funcional y Dom(f) # A, entonces diremos que f es

una funcion parcial de A en B.

Toda funcién parcial f puede ser transformada en una funcién total. En efecto, basta

considerar a f como un subconjunto de Dom(f) x B.

Funciones especiales

(i)

(iii)

Funcién constante: Diremos que f es constante si
f=A{(z,b): x € A, b e B fijo }.

Es decir, tenemos que f : A — B es constante si se verifica f(z) = b para todo = € A,

siendo b un elemento fijo de B.

También podemos decir que f es constante si todos los elementos del dominio de f tienen

el mismo correspondiente.

Funcién identidad: Llamaremos identidad de A, y la indicaremos 4, a la funcién
Iy={(z,z) 2 € A}
Esto es, Iy : A — A estd definida por I4(z) = x para todo = € A.

Funcién inclusion: Si A C B, llamaremos funcién inclusiéon de A en B y la simbolizare-

mos con i, a la funcién
i ={(x,x):z € A}

Es decir, la funcién inclusion es un subconjunto de la funcion identidad. Esto es, tenemos

que i : A — B estd definida por i(z) = z, para todo z € A.
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(iv) Funciones proyecciones: Sean A y B conjuntos no vacios. Las funciones

pIZAXB—>A,

Py AX B— B,

tales que para cada (a,b) € A x B

p1((a;0))
p2((a, b))

a,

b,

se denominan primera proyeccion y segunda proyeccién, respectivamente.

En general, dados n conjuntos Aj,..., A, tenemos n funciones p;,j = 1,2,... ,n, lla-

madas funciones proyecciones, las cuales estan definidas como sigue:
ijAIX...XAjX...XAnHAj,
donde para cada (a1,...,a;j,...,a,) € A1 X ... x A; X ... X A,,

pi((ar, ..., a4,...,a,)) = aj;.

Todas las funciones que acabamos de definir, desempenan un papel importante en la teoria

de funciones como veremos mas adelante.
Imagen y preimagen de un subconjunto por medio de una funcion
D 3.4.4 Sea f C A x B una funcion dada, entonces
(i) para cada subconjunto X C A, llamaremos imagen de X por f al conjunto
F(X) = {f(@) : z € X}.

(ii) para cada subconjunto Y C B, llamaremos preimagen o imagen completa inversa de Y

por [ al conjunto

fFAY)={z e A: f(x)eY}.
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Ejemplo

Sea f la funcion dada por el siguiente diagrama:

!
|
r
y consideremos
Xy ={2,4}, Xy ={1,2,3},
Y1 ={a,b}, Y2 = {d},
entonces tenemos
f(X1) =A{a, b}, f(X2) ={a,b},
o) ={1,2,3,4}, f7H(Y2) = 0.
Funciones de conjuntos asoctadas a una funcion
D 3.4.5 Dada f: A — B podemos considerar dos nuevas funciones
F:P(A) — P(B),
F*:P(B) — P(A),
definidas por
F(X) = f(X), para todo X € P(A),
F*(Y) = f~Y(Y), para todo Y € P(B),

respectivamente.

Estas dos funciones se denominan las funciones de conjuntos asociadas a la funcion f.
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Ejemplo

Sean A ={1,2,3}, B={a,b} y f: A— B la funcién indicada en la siguiente tabla:

¢ [1]2]3
f(a;)‘a|b|b

Entonces tenemos

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, A},
P(B) = {®7{a}>{b}7B}7

X o]l @] 6|24
F(X)|0|{a} [ {0} |{0}| B | B | {0} |B

y |0|{a}| o) |B
Py |0 {1y] {23 ] A
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Propiedades importantes de las funciones de conjuntos asociadas a una funcion

Para todo X1, Xy € P(A) se verifican las siguientes propiedades:
(i) F(0) =0,
(i) X; C Xy = F(X;) C F(Xy),
(iil) F(X, UX,) = F(X,)UF(X,),
(iv) F(X1NXy) C F(X1)NF(Xs). [en general no se verifica la igualdad]
Para todo Y1, Y, € P(B) se verifican las siguientes propiedades:
(v) F*(0) =0,
(vi) Y1 € Yp = F*(Y1) C F*(Y2),
(vii) F*(Y1UYz) = F*(Y1) U F*(Y2),

(viil) F*(Y; NYa) = F*(Y1) N F*(Ya).

Restriccion y extension de funciones

D 3.4.6 Diremos que la funcion g es una extension de f o que f es una restriccion de g, si se

verifican:
(i) Dom(f) € Dom(g),
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(ii) f(x) = g(x), para todo x € Dom(f).

Para indicar que f es una restriccién de g a veces usaremos el simbolo f = g|pom(s) que

leeremos f es igual a g restringida a Dom(f).

Ejemplo

entonces
Dom(f) =1{1,2,3},
Dom(g) = {1,2}.

Como Dom(g) € Dom(f) y vale g(z) = f(z) para todo x € Dom(g), tenemos que g =

flpom(g)- Es decir, f extiende a g y también decimos que g restringe a f.

Composicion de funciones

D 3.4.7 Dadas las relaciones funcionales f y g, la composicion de f con g es la relacion

go f={(x,z2): existe y tal que (z,y) € f,(y,2) € g}.

Ejemplo

gof={by),(cy)}
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Algunas propiedades de la composicion de funciones

T 3.4.1 Sean f y g dos funciones, entonces

(i) go f es una funcion,

(ii) Dom(g o f) = {z € Dom(f) : f(x) € Dom(g)},

(iti) Dom(go f) = f~L(Im(f) N Dom(g)).

Dem.

(i) Caso 1. Sigo f =06 go f tiene un solo elemento, entonces es una funcién.

Caso 2. Si g o f tiene mas de un elemento,

(1) sea (z,y) € go f,
(2) sea (z,z) € go f.

Entonces existen w y t tales que

(ii) z € Dom(go f) &
existe y tal que (z,y) €go f &
existe w tal que (z,w) € f, (w,y) € g =
w=f(2)y (f(z),y) €9

z € Dom(f)y f(z) € Dom(g) <
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z € {x € Dom(f) : f(x) € Dom(g)}.
(ii) x € Dom(go f) <
z € Dom(f) y f(z) € Dom(g) < [(i)]

f(z) € Im(f) y f(z) € Dom(g) <

f(x) € Im(f) N Dom(g) <

z € f~Y(Im(f) N Dom(g)). [ |

Clasificacion de funciones

Funciones inyectivas

D 3.4.8 Diremos que una funcion f C A X B es inyectiva si se verifica
(zy)efyky ef=>z=2z
Observaciones

(i) Si nos dan la funcién por medio de una expresién de la forma y = f(x) y nos piden que

demostremos que f es inyectiva procedemos de la siguiente manera:

(1) suponemos que a,b € Dom(f) son tales que f(a) = f(b),

(2) a partir de f(a) = f(b), utilizando propiedades conocidas,

demostramos que a = b.

Consideremos el siguiente ejemplo: Sea R™ = {r ¢ R: 2 <0}y f: IR~ — Rla

funcién definida por f(z) = 2 + 1. Entonces f es inyectiva. En efecto,

(1) sean a,b € IR™ tales que f(a) = f(b),

luego
(2) a2 +1="0+1, [(1) y definicién de f]
(3) Va2 =2, [(2)]
(4) [af = 0], [(3)]
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(5) —a = —b, [(4), def. de valor absoluto y a,b € IR™]
(6) a=b. [(5)]

(ii) Un gréfico de f del tipo

[dos puntos del dominio

tienen la misma imagen]|

o un grafico del tipo

[una recta paralela al eje @

corta al grafico en més de

un punto|

es el de una funcién que no es inyectiva.
Funciones epiyectivas
D 3.4.9 Diremos que la funcion f C A x B es epiyectiva o sobreyectiva si
Im(f) = B.

Observacion

Es claro que siempre vale Im(f) C B, luego para probar que f es sobreyectiva, solamente
debemos probar que B C Im(f).

Entonces si debemos demostrar que f es sobreyectiva procedemos de la siguiente manera:

(1) suponemos b € B,

(2) a partir de (1), hallamos a € A que verifique f(a) = b.
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Funciones biyectivas

D 3.4.10 Diremos que f : A — B es biyectiva o que es una biyeccion de A en B si es

inyectiva y sobreyectiva.

Observemos que hablamos de funciones biyectivas solamente en el caso de funciones totales.
Ejemplos

Consideremos las siguientes funciones:

|| ] ]
— ] ]

Entonces

f no es inyectiva ni sobreyectiva,
g es inyectiva y no es sobreyectiva,

h es biyectiva.

Relacion opuesta de una relacion funcional

A continuacién vamos a calcular en algunos ejemplos la relaciéon opuesta de una relacién

funcional.
(i) Si f={(a,1),(b,1),(c,2)}, entonces f? = {(1,a),(1,b),(2,¢)} no es funcion.
(i) Si f=A{(a,1),(b,2),(c,4)}, entonces fP = {(1,a),(2,b),(4,¢)} es funcién.
Algunas propiedades de la relacion opuesta de una funcion
T 3.4.2 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f° es una funcion,
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(ii) f es inyectiva.

Dem.

(i) = (ii): Caso 1. Si f =0 6 f tiene un solo elemento, entonces es inyectiva.

Caso 2. Si f tiene mas de un elemento, entonces sean

(1) (z,y) € f,
(2) (z9) € f.

Luego,
3) (y,z) € fP, (D]
(4) (y,2) € f7, [(2)]
(5) z =z, [(1),(3),(4)]
(6) f es inyectiva. [(1),(2),(5)]

(i) = (i): Caso 1. Si f? = 6 f°F tiene un solo elemento, entonces f° es funcién.

Caso 2. Si f° tiene mas de un elemento, entonces sean

(1) (z,u) € f,
(2) (z,v) € fP.

Luego,
3) (u,z) € f, [(1)]
(4) (v,z) € f, [(2)]
(5) u="v, [(ii)7(3)7(4)]
(6) f°P es funcién. [(1),(2),(5)] &

T 3.4.3 Sea f: A — B una funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f° es funcidn total de B en A,
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(ii) f es biyectiva,

(iii) existe g : B — A tal que
(a’) go f = Ia,
(b) fog=Ip.

Dem.

(i) = (ii): Sea

(1) be B,
entonces

(2) f7(b) =ac A,

(3) (b,a) € f7,

(4) (a,0) € f,

(5) b Im(f),

(6) f es epiyectiva.
Ademas

(7) f es inyectiva,

(8) f es biyectiva.

(ii) = (iii):Por la hipétesis resulta

(1) f es inyectiva,

(2) f es sobreyectiva.
Luego

(3) f°P es funcidn,

(4) Dom(f*) = B,

7

[por (i), a es tnico]



(5) fP:B— A [(4),(3)]
Tomando g = f° resulta (iii).

(iii) = (i): Dejaremos como ejercicio probar que Dom(f?) = B y sélo demostraremos que

f° es funcioén.
Caso 1. Si f° tiene un solo elemento, entonces f°P es funcion total.

Caso 2. Si f°P tiene mas de un elemento, entonces sean

(1) (z,y) € f*
y

(2) (z,2) € f*.

Entonces
3) (y,2) € f, [(1)]
(4) (z,2) € f, [(2)]

(10) f°P es funcién. [(1),(2),(9)] =

Nota: Si f es funcién, es habitual llamarla la inversa de f.
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3.5 Producto directo de conjuntos

D 3.5.1 Sea I un conjunto no vacio y sea {A;}icr una familia de conjuntos. Llamaremos

producto directo de los conjuntos A; y lo indicaremos con HAi’ al conjunto

iel
HAZ' ={f:I— UA" : f(i) € Ay, para cada i € I}.
il i€l
Ejemplo

Sean I = {1,2,3}, A; = {a,b}, Ay ={z,y,2} vy A3 = {2,t}. Entonces

U A ={a,b,x,y,z,1t}.

iel

Los elementos de H A; estan indicados en la tabla siguiente:
iel

FlVfilf s fa|fs| fo|fo|fs|fo| fro] fun] fr2
llalala|la|la|al|lb|b]|b]| b b b
21|z |z |lyly|lz|2z|lz|x|y|y z z
3lzltlz|t|lz|t|lz|t]|z]|t z

Cualquier funcién f; anterior es el conjunto

fi = {1, £;(1)), (2, £5(2)), 3, f5(3)}-

Es claro que f; queda determinada por las segundas coordenadas de los pares ordenados, es
decir, podemos reconocerla por medio de la terna (f;(1), f;(2), f;(3)).

Maés precisamente, podemos establecer la correspondencia
fi — (f;(1), £5(2), £;(3)).

La observacion anterior nos conduce al siguiente resultado:

T 3.5.1 Si {A;}icr es una familia de conjuntos con I = {1,2,... ,n}, entonces la funcion ¥

que a cada f € HAi le hace corresponder W(f) = (f(1), f(2),...,f(n)) es una biyeccion de
il

[T4: en [T A

icl i=1
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Dem.

(i) ¥ es inyectiva:

Sean f,g € HAZ' tales que

(1) ¥(f) = ¥g),

entonces
(2) (f(1), f(2),..., f(n)) = (9(1),9(2),... ,9(n)), [def. de U]
(3) f(i) = g(i), para todo i € I, [(2)]
4) f=g9 [(3)]

(ii) W es sobreyectiva:

Sea (ay,...,a,) € HA,- y sea f : I — |J A; la funcién tal que para cada i € I,
ey il
f(i) = a;. Entonces es facil verificar que ¥(f) = (aq,... ,a,). |

Este ultimo teorema es muy importante pues nos permite identificar las nociones de producto
directo y producto cartesiano de conjuntos, esto es, podemos trabajar con n—uplas o funciones
seglin nos sea mas cémodo.

Por otra parte, el producto cartesiano se puede definir solamente para un ntimero finito de

conjuntos en cambio el producto directo se puede definir para familias arbitrarias de conjuntos.

3.6 Conjuntos coordinables

D 3.6.1 Dados los conjuntos A y B diremos que:

(i) el cardinal de A es menor o igual que el cardinal de B, y escribiremos ng, st existe

f A — B inyectiva,

(i) el cardinal de A es menor que el cardinal de B, y escribiremos Z%E, st ninguna funcion

inyectiva f : A — B es sobreyectiva,

]
ool

(iii) tienen el mismo cardinal, o que son conjuntos coordinables, y escribiremos AXB si A=

y B=A.
Observaciones
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(i) A~DB si, y sélo si, existe f : A — B biyectiva.
(ii) Es facil verificar que A<B si, y sélo si, ng y Z%}:}

(iii) Si Ay B son conjuntos finitos entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

N

(a) A~B,

(b) |A| =|B], es decir A y B tienen la misma cantidad de elementos.

(iv) En adelante, teniendo en cuenta (iii), dados los conjuntos A y B finitos o no, escribire-
mos en los casos que no haya lugar a confusién, |A| y |A| = |B| en lugar de A y A~B
respectivamente. En el caso que A sea finito también seguiremos escribiendo |A| = n para

indicar que A tiene n elementos.

(v) Se puede demostrar que para todo par de conjuntos A y B se verifica una y s6lo una de

las tres condiciones siguientes:
(1) [A[ < [Bl, (2) |[Al = [B], (3) |B] <Al
(vi) En la seccién 5, veremos que la relacién de coordinabilidad < es una relacién de equiva-

lencia sobre la familia P(X) de subconjuntos de un conjunto X no vacio.

3.7 Ejercicios
E 3.7.1
Sean A = {a,b,c}, B={1,2} y C = {d}.
(a) Calcular AXC,C x A Ax B, BxA AxBxCyCxAXB.

(b) Representar gréaficamente

(b.1) Ax Cy B x A del inciso (a),

(b.2) D x E, donde
(i) D={z:z2€N}, E={y:ye R, 1<y<2},
i) D={r:z2€ R, <0}, E={y:ye N, y* =4},
(i) D={x:2ze€Z, -3<z<4}, E={y:y< R, y<0}.
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E 3.7.2
(a) Dados los conjuntos A, By C, probar que
(i) Ax(BNC)=(Ax B)N(Ax (),
(ii)) Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).
(b) Sean Ay B conjuntos, jcuindo es valida la igualdad A x B = B x A?
E 3.7.3
Sea A = {1,2}. Hallar P(A) x P(A).
E 3.74

Sean A ={1,2,3} y B=1{2,3,4,5}. Dar ejemplos, en cada caso, de dos relaciones binarias

no vacias
(a) entre Ay B,
(b) entre By A,
(c) sobre A,

(d) que sean simultdneamente relaciones binarias entre Ay B,y entre B y A.
E 3.7.5

(a) Para los conjuntos A y B del ejercicio 3.7.4, determinar

()
(ii) el nimero de relaciones binarias entre A y B,
(iii) el nimero de relaciones binarias sobre A,

)

(iv) el ntmero de relaciones binarias entre A y B que contienen los pares (1,2),(2, 3),
(2,4) vy (1,5),

(v) el numero de relaciones binarias entre A y B que contienen exactamente 5 pares

ordenados,
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(vi) el nimero de relaciones binarias sobre A que contienen al menos 7 elementos.

(b) Si Ay B son conjuntos finitos, hallar el nimero de relaciones binarias entre Ay By el

numero de relaciones binarias sobre A.

(c) Sean Ay B conjuntos con |B| = 3. Si existen 4096 relaciones binarias entre Ay B, hallar
Al

E 3.7.6

En el conjunto de numeros naturales, decidir cuales de los siguientes pares ordenados

pertenecen a la relaciéon R:
(a) xRy si, y sélo si, x divide a y, (2,4),(2,5),(2,6),
(b) xRy si, y sélo si, x > y?, (1,2),(2,1),(5,2),(6,4), (4, 3),
(c) xRy si, y solo si, 2z + 3y =10,  (5,0),(2,2),(3,1),(1,3).

E 3.7.7

Para cada una de las siguientes figuras indicar la relaciéon binaria sobre el conjunto IR que

determina la zona marcada:

(a) (b)

x
T
() (d)
y s
Fe-9
29 49
I4-4-4-9 .
Y U S z
. 1234 = -1
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E 3.7.8
Sean A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d,e, f} y C = {z,y,w}. Dadas las siguientes relaciones

indicar, en cada caso, dominio, imagen, rango, P, y P»:
(a) R={(1,2),(2,2),(3,2),(4,9)},
(b) S = {(a,1,2), (c, 1,w), (e,3,w)}. ¢Bs P,(S) = Dom(S) y Pa(S) = Im(S)?
(c) T ={(z,a),(2,b), (y,0), (z, ), (y, f), (v, )},
(d) W ={(z, f,1),(z, f,2),(y,e,3), (w,b,3)}. (Es P3(W)=R(W)?

E 3.7.9

Sean R, S y T tres relaciones binarias. Probar que
(a) (57)7 =5,
(b) (RUS)? = R U S,
(c) (RN S)%® = RPN SP,
(d) (RoS)® = S0 R,
() Ro(SUT)=(RoS)U(RoT),
(f) (RUS)oT =(RoT)U(SoT).

E 3.7.10
Hallar R?, S, Ro S, So R, (S o R)°, Ro S°° en cada uno de los siguientes casos

(a) B=1{(1,2),(3,4),(1,8),(2,9),(2,2)},
S ={(2,7),(4,10),(4,6), (8,5)},
(b) R=A{(z,y):z € R,y =[x+ 1]},
S={(z,y):x € R,y =1+ 2z},
() R=A{(z,y) 12 €[0,00), y =z +1}U{(z,y) : 2 € [0,00), y = =z + 1},

S={(@y): v R\ {0}, y=5-}
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E 3.7.11

Hallar en cada caso dos relaciones S y T tales que S oT = R siendo

(a) R = {(a7 x)v (b7 y)? (av 2)7 (07 1‘)},

(b) R={(z,9):z € N,y=2z+1}U{(1,8),(L,7)}
E 3.7.12

(a) Hallar una matriz asociada a las relaciones R y T' del ejercicio 3.7.8. ;Qué interpretacién

puede darse a la suma de los nimeros de una fila? ;Y a los de una columna?

(b) Dados los conjuntos A = {z,y, z}, B = {1,2} y las relaciones
R = {(I, 1)7 (IE, 2)7 (Zv 2)}7
S={(Ly),(2,y),(1,2),(22)},

verificar que la matriz asociada a S o R se obtiene del producto M (R) - M(S) cambiando

por 1 todos los niimeros mayores que 1 y dejando invariante los restantes.
E 3.7.13

Dadas las siguientes relaciones entre los elementos de A y B:

0, W o,
e B
de

(iii) (jv) A B

/2
\/
/A
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(vi)
x| R(x)
1| {2}
31 {4}
51 {6}
7| {8}

B
(vii) (viii)
x| R(z) | R(x)
a|{1,4} 1| {2}
b| {2} 21 {2}
c| {3} 3143,2}

(ix) A={a,b,c,d}, B={1,2,3}, (x) A={a,b}, B={1,2,3},

i

¢ hed

L SO ]
> — > — -
- - -

- -

de-4

2444

T4
I |
@ b

(xi) A=[a,b)C R, B=[c,d] C R, (xii) A=10,¢/CR, B=][0,b] CRR,

D

[

b/\
1]

(xili) A=B=N,R={(z,y):z € A, z =y} U{(L,4)}.

Indicar

(a) cuéles son funcionales,
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(b) dominio e imagen de cada una de las funciones,

(c) cuéles definen funciones totales de A en B.
E 3.7.14

Indicar dominio e imagen de cada una de las siguientes funciones f C A x B:
(a) A=B=2Z, f(z) =x+4,

A=B=N, f

&Iw &Iw &

x — 9,

(
) ()
) A=N,B=R, f(z)=

d) A=R,B=N, f(x)=
) ()

A=B=R, f

I
3

X

Hallar, en los casos posibles, una matriz asociada a las funciones del ejercicio 3.7.13 ; Qué

caracteristicas especiales tiene la matriz asociada a una relacion cuando ésta es funcional?
E 3.7.16

Dada f: A — B calcular, en cada caso, F(X) y F*(Y)

(a)

A Y :
I. 0 {1
20 ae b
30| L vec
s Need
Se

X ={2,4}, Y ={a,c}.

(b) A={a,b,c,d,e,s,g}, B={1,2,3,4,5},

v |alb|ecld]e]s]o
fa)|1]1]1|2]2|1]3
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X ={a,9}, Y ={1,5}.
(c¢) f:][-2,40) — IR,

22 si—2<2x<2
f(z) = :

r+1 six>2
X ={-2,0,1,v2,2,5}, Y = (-7, -2].

(@ f: R\{0} — R, () = .
X =[3,5),Y = [-3,2).

E 3.7.17
Dada f: A— By X;,Xs C A, Y, Y, C B, probar que
(a) si X; C Xs, entonces F(X;) C F(Xa),
(b) F(X1NX,) C F(Xy)NF(Xy) jes valida la igualdad?,
(c) F*(V1UY,) = F* (Y1) U F*(Ya),
(d) F*(CY1) = CF"(Y1).
E 3.7.18

Determinar si f es una restriccién de g en cada uno de los siguientes casos:

(a) f:{(176)’(770)7(15’_8)’(6’1)}7

—x + 7 sixesimpar
g IN—Z, g(z)=

3z en otro caso

(b) IP es el conjunto de los nimeros naturales pares y
fiPxP—1P, f((z,y)=z+y,

r+y si X, Y son pares
g:IN’XN_>Z7 g((xvy)) =

T —1Yy en otro caso
(c) frRT— R, flz)=-22 y ¢g:R— R, g(z) =2|z| .
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T

(d) A= B =N, f es la funcién parcial de A en B definida por f(z) = =

[\]

y g:IN—@, g(z)=-x.
E 3.7.19

SeanY = {(0,y) :y € N}y f: ZxIN — Ztal que f((z,y)) =x+y. Sipy : ZxIN — IN

es la segunda proyeccién, probar que po|y es una restriccién de f.
E 3.7.20
(a) Sean S =1{1,2,3,4}, T ={1,2,3,4,5,6} y U =1{6,7,8,9,10}.
Sean f ={(1,2),(2,4),(3,3),(4,6)} CSxTygCT xU definida por

¢+ |1 23456
g2) |7 6 9 7T 8 9

Hallar go fy fog.

(b) Dadas las funciones

fi(z) = —2?, fa(z) =3+ z,
fal@) = V-3, filw) = —=,
fila) = ——, folw) = V7,

f7:{(xvy) cz € IR, y:_$2+9}'

Calcular las siguientes funciones y determinar el dominio de cada una de ellas:

(i) fiof (ii)  fao fu,
(iii)  fzo fi, (iv)  fiofs,
(v)  fsofs (vi)  fiofs
(vii)  f5o0 fs, (viii)  f3 o fy,
(ix)  feo fr, (x)  fsofr
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Determinar, si es posible, (f5 o f2)(v/11) v (f5 0 f7)(3).

E 3.7.21
Clasificar las funciones del ejercicio 3.7.13, inciso (c) en inyectivas, epiyectivas y/o biyectivas.
E 3.7.22

(a) Sean S = {a,b,c,d} y T = {x,y,z}. Hallar en cada caso, si es posible, una funcién

f: S8 — T tal que

(i) f no sea inyectiva ni epiyectiva,
(ii) f sea epiyectiva y no sea inyectiva,

(iii) f sea inyectiva.
(b) Hallar, en cada caso, una funcién

(i) f:IN x @ — @ epiyectiva,
(i) f:Z — @ inyectiva,

(iii) total epiyectiva, del conjunto de los nimeros naturales pares en el conjunto de los

nimeros naturales multiplos de 3.
E 3.7.23

Hallar una restriccion biyectiva de cada una de las siguientes funciones reales de variable

real:

E 3.7.24

Dadas las siguientes funciones:

fi:R— R, fi(x) =2x+1,
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fo=A{(z,y) : 2 € NU{0}, y = 2z + 1},
fs 1 Z — Z, f3(x) = |zl
fi:R— R, fa(z) = |z,
fo={(z,y)rx e R,y =12 -4},
fo=A{(z,y) :x € N,y =2® — 4},

fril5® — (3.2 fola) =

2
fs: R — IR?, fs((z,9)) = (y+ 1,z + 1).
(a) Determinar si son inyectivas, epiyectivas o biyectivas.
(b) Calcular, cuando sea posible, la funcién inversa, indicando dominio e imagen de la misma.
(c) ;Es fo una restriccién de f17, jes f5 una extensién de fz? Justificar.
E 3.7.25
Sean f:A— Byg:B—C.

(a) Probar que

si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva,
si f y g son epiyectivas, entonces g o f es epiyectiva,
si g o f es epiyectiva, entonces g también lo es,

si g o f es inyectiva, entonces f también lo es.

(b) Encontrar ejemplos donde

(i) go f sea epiyectiva y f no,

(ii) go f sea inyectiva y g no.
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4 Multigrafos y multidigrafos

Muchas situaciones de la vida real pueden ser esquematizadas por medio de diagramas
construidos por puntos (vértices o nodos) y lineas que conectan algunos pares de vértices,
eventualmente alguna linea puede unir un vértice consigo mismo.

Estos esquemas, que facilitan la comprensién del problema a resolver, aparecen frecuente-
mente en disciplinas dispares y bajo nombres diversos, a saber: redes (en ingenieria, economia),
sociogramas (en sicologia), organigramas (en economia y planificacién), diagramas de flujo (en
programacion).

La teoria que se ocupa del estudio de estos diagramas se conoce con el nombre de Teoria de
Grafos.

En esta Teoria se estudian dos tipos de nociones: dirigidas u orientadas y no dirigidas.
Nosotros comenzaremos por esta ultima.

Consideremos por ejemplo un mapa de ciudades y rutas que unen dichas ciudades.

a
A B
b c
Eo
D d C

Ciudades: A, B,C, D, E, rutas: a,b,c,d.

De este diagrama podemos obtener cierta informacién. Por ejemplo:

(1) hay dos rutas que unen las ciudades A y B,
(2) no existe una ruta directa entre Ay D,

(3) la ciudad E esté aislada.

4.1 Multigrafos

La nociéon matematica con que se pueden abordar este tipo de problemas es la siguiente:

D 4.1.1 Liamaremos multigrafo G a una terna (V, A, ) formada por

(i) un conjunto V' no vacio cuyos elementos denominaremos vértices o nodos,
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(ii) un conjunto A, disjunto con V', cuyos elementos llamaremos aristas,

(iii) wna funcion ¢ : A — P(V) tal que 1 < |p(a)| < 2, para todo a € A.
A los elementos del conjunto ¢(a) los denominaremos extremos de la arista a.
Nosotros trabajaremos siempre con multigrafos cuyo conjunto de vértices y de aristas es
finito.

Habitualmente indicaremos los vértices con numeros: 1,2,...,n y las aristas con letras

mindsculas: a,b,... .

Ejemplo
Sea G = (V, A, ¢) donde V = {1,2,3,4}, A= {a,b,c,d} y ¢ estd dada por
x | a | b | c | d
plz) | {1,2) [ {12} | 2,3} | {3}

Los vértices se representan por puntos y las aristas por lineas continuas que unen dichos

puntos. Como no se especifica la forma de la linea podriamos utilizar

h

se elige la mas simple de ellas, en este caso la segunda.

Luego, para el ejemplo anterior tenemos
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Observemos que dos aristas pueden intersectarse en puntos que no son vértices, por ejemplo

) no es vértice.

Nociones elementales

Vamos a indicar a continuacién algunos conceptos elementales de la teoria de multigrafos.
Para ejemplificar vamos a considerar el multigrafo G = (V| 4, ¢) donde

V =4{1,2,3,4,5}, A ={a1,as,a3,a4,as5,a6} y ¢ estd dada por

T ‘ ay | (05} | as | Q4 | asy | Qg

p(x) | {12} [ {1.2} | {2,4} | {1.3} | {3,4} | {4}

@y

Qy as
3

D 4.1.2 Dos vértices son adyacentes si son extremos de una misma arista.
1 y 2 son adyacentes,
2y 3 no lo son,
4 es adyacente consigo mismo.
D 4.1.3 Una arista que une un vértice consigo mismo se denomina un bucle.
ag es un bucle.
Si un multigrafo no tiene bucles diremos que es libre de bucles.

D 4.1.4 Se llama grado de un vértice v y se nota gr(v) al nimero de aristas que se apoyan en

él.
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Adoptaremos la siguiente convencién: los bucles cuentan doble.
gr(4) =4, gr(5) = 0.
D 4.1.5 Un vértice es aislado si su grado es nulo.
5 es vértice aislado.
D 4.1.6 Dos aristas son paralelas si tienen los mismos extremos.
a1 y ag son aristas paralelas.
D 4.1.7 Llamaremos grafo a todo multigrafo sin aristas paralelas.

Si tenemos en cuenta la definicién de multigrafo, dos aristas p y ¢ son paralelas si ¢(p) =

©(q). Por lo tanto si ¢ es una funcién inyectiva, G es un grafo.

D 4.1.8 Se denomina grafo simple a un grafo sin bucles.

D 4.1.9 Un grafo simple se dice completo si cualquier par de vértices distintos son adyacentes.

D 4.1.10 Una cadena entre vy y vy es una sucesion de vértices y aristas del tipo
V1 A1 V203 V-1 Ak—1 Vg,

donde para cada t, a; es la arista de extremos v;, viy1.
ci: lag3as4dagdas?2,

Co: 1@43@54&53&41,
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c3: lag2as1,
Cy: 1a12a34a32a2 1.

D 4.1.11 Llamaremos longitud de una cadena al numero de aristas que intervienen en ella,

contando cada arista tantas veces como figure en la sucesion que la define.
long(cr) = 4,
long(cy) = 4.

D 4.1.12 Llamaremos ciclo a toda cadena que comienza y termina en un mismo vértice v, sin

aristas ni vértices repetidos excepto v (en los extremos).
la;2as1,
1042&34(153@4 1.
Si un multigrafo no tiene ciclos se dice aciclico.

Observemos que si G es aciclico es simple. La reciproca no es valida, basta considerar

D 4.1.13 Un multigrafo se dice conexo si es un unico vértice o si cualquier par de vértices

pueden unirse por una cadena. En caso contrario se llama disconezo.

Muchas veces deseamos que los vértices de un multigrafo G lleven cierta informacién, por
ejemplo si se trata de un mapa de rutas, los nombres de las ciudades. En este caso diremos que
G es un multigrafo etiquetado.

Otras veces podemos necesitar adosar cierta informacion a las aristas, por ejemplo la dis-

tancia entre dos ciudades, en este caso diremos que G es un multigrafo valuado.
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Submultigrafos

D 4.1.14 G' = (V' A, ¢') es un submultigrafo de G = (V, A, @) si se verifican
(i) v'ev,
(ii) A" C A,
(i) ¢ = ¢l
Ejemplos
(i) Todo multigrafo es un submultigrafo de si mismo.

(ii) Si consideramos el multigrafo G

un submultigrafo de G es

Submultigrafos cubrientes

D 4.1.15 G' = (V' A, ¢') es un submultigrafo cubriente de G = (V, A, @), si V =V".
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Ejemplos

Si G es el multigrafo del ejemplo (ii) anterior, entonces

3 de B
oL

G' y G" son submultigrafos cubrientes de G.

Submultigrafos inducidos o generados

D 4.1.16 G' = (V' A", ¢) es el submultigrafo inducido por V' en G = (V, A, @) si conserva

todas las aristas de G cuyos extremos pertenecen a V'.

Ejemplos

Si G es el multigrafo del ejemplo (ii) anterior, entonces

.y Q1
1 9 «H 1 2
@y @y
(g a’4
4 3
Gg

G’ y G" son submultigrafos inducidos por {1,2,4,5} y {1, 2,3} respectivamente en G.

Representacion computacional de los multigrafos

Hemos dicho que la mayor ventaja de los multigrafos es la representacién visual de la informa-
cién, sin embargo para utilizar la computadora debemos representar esta informacién de otras

formas. Consideraremos dos maneras distintas de hacerlo:
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(i) la matriz de adyacencia,

(i) la lista de adyacencia.
Matriz de adyacencia

D 4.1.17 Sea G un multigrafo con n vértices vi,va,... ,v,. La matriz de adyacencia de G es

la matriz M(G) = (aij)nxn, donde a;; es el numero de aristas de extremos v; yv;, 1 <i,j <n.

Ejemplo
Sea GG
1 2
entonces,
1 2 3
10 2 1
MG)= 212 0 1
3\1 1 1

Observemos que la matriz de adyacencia es simétrica, ya que el numero de aristas de ex-
tremos v;, v; es igual al ndmero de aristas de extremos v;, v;.
La matriz de adyacencia nos permite determinar el nimero de cadenas de una cierta longitud

dada que hay entre dos vértices arbitrarios de G del siguiente modo:

T 4.1.1 Sean G un multigrafo con n vértices, M(G) = (a;j)nxn Su matriz de adyacencia y
M?(G) = (bij)nxn- Entonces b;; es el mimero de cadenas de longitud 2 entre el vértice v; y el

'Uj.

Dem. Sabemos que b;; = a;1a1; + aipa2j + -+ + ainayn;, 1 < 7,5 < n. Si consideramos un

término cualquiera de esta suma, por ejemplo a;; - a1, se pueden presentar los siguientes casos:

(i) ai1-ay; =0, de donde
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(i.1) a;; = 0, es decir, no hay ninguna arista de extremos v;, vy, 6
(i.2) ay; =0, es decir, no hay ninguna arista de extremos vy, v;.

Luego, no puede haber ninguna cadena de longitud 2 entre v; y v; pasando por v;.

(i) @1 - a1; # 0, entonces tendremos una situacién como la indicada en la siguiente figura:

G, arictas

Ui v, Y;

G4 aristas

Si consideramos una arista fija que une v; con vy, a partir de ella tenemos a;; cadenas de

longitud 2 que unen v; con v; pasando por v;.

Reemplazando esta arista por otra arista fija tenemos nuevamente a;; cadenas de longitud

2 entre v; y v; pasando por v;.

Repitiendo el proceso a;; veces obtenemos a;; - a1; cadenas de longitud 2 entre v; y v;

pasando por v;.

De manera analoga se prueba que a; - a;; es el nimero de cadenas de longitud 2 entre v;

y v; pasando por v;. Luego b;; es el nimero total de cadenas de longitud 2 entre v; y

’Uj. .
Ejemplo
Sea G
c
3 2
b a
1
entonces
1 2 3
1/{/0 1 O 1 0 2
M(G)=2 1 0 2 yM2(G): 050
3\0 2 0 2 0 4
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En particular, hay cinco cadenas de longitud 2 que unen el vértice 2 con si mismo, que son:
26302,
2b3c2,
2c3c?2,
2ala?2,

2¢3b2.

Usando el principio de induccion se puede demostrar el siguiente teorema:

T 4.1.2 Sean G un multigrafo con n vértices, M(G) = (a;j)nxn Su matriz de adyacencia y
M™(G) = (dij)nxn. Entonces d;; es el numero de cadenas de longitud m entre el vértice v; y el
’Uj.

Lista de adyacencia

Existe un tipo de multigrafos G para el cual la matriz de adyacencia es rala, es decir contiene
muchos ceros y es el caso en que G tiene pocas aristas. De todas maneras si G tiene n vértices,
para informar M(G) a la maquina debemos introducir iﬁ nimeros.

Este hecho nos conduce a buscar un procedimiento donde no haya que informar los ceros.

El método mas eficiente es el llamado lista de adyacencia de un multigrafo y consiste en lo

siguiente:
(i) hacemos una lista con todos los vértices del multigrafo,

(ii) para cada vértice indicamos todos los vértices adyacentes a él, colocdndose un punto al

finalizar la lista de cada vértice.
Ejemplo

Dado el multigrafo G
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la lista de adyacencia de G es

vertices

1 — [ ][ ]—[2].]
2 — [ |+l ] —[3[]
3 — [2[+]
4 .
5 .

La ventaja de este procedimiento con respecto a la matriz de adyacencia es que debemos
entrar menos datos y por lo tanto ocupamos menos lugar de memoria.
La desventaja, es que para saber si un vértice v; esta es adyacente con v; debemos leer toda

la lista de los adyacentes con v;, en cambio en la matriz de adyacencia leemos sélo el lugar ij.

4.2 Arboles

Hay un tipo de grafos, llamados arboles, de particular importancia en computacion. Ellos

son usados por ejemplo:

(i) en compiladores o traductores, para determinar si un lenguaje de alto nivel es sintdcticamente

correcto,

(ii) en estructura de datos para la representacién de archivos. Alli se emplean los llamados

arboles de busqueda.

D 4.2.1 Un drbol es un grafo conexo y sin ciclos.

Ejemplos
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En computacién, los de mayor aplicacion son los arboles con raiz, es decir arboles en los
cuales hay un vértice distinguido r que se denomina la raiz del arbol.

Es usual tomar como raiz al vértice que se encuentra en la parte superior del dibujo.

Un arbol T' con raiz puede ser definido recursivamente como sigue:

(1) un tnico vértice es un arbol con raiz,

(2) si un arbol T tiene mas de un vértice, entonces un tnico vértice r es la raiz del arbol, y

los vértices ry,rs,... ,r unidos a r por una unica arista son raices de arboles disjuntos.

Los vértices r1, s, ..., se denominan los hijos de r y r se llama el padre de ry, 75, ... , ;.

Como un arbol con raiz es un grafo conexo, existe siempre una cadena que une la raiz con
cualquier vértice del arbol y como es aciclico dicha cadena es tnica.

Esto nos permite introducir la siguiente nocién:
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D 4.2.2 La profundidad de un vértice v en un drbol con raiz v, que notaremos pr(v), es la

longitud de la cadena que une v con r. Aceptaremos que pr(r) = 0.

D 4.2.3 Se denomina altura de un drbol T' con raiz, y la notaremos h(T), al mdzimo de las

profundidades de los vértices.

Ejemplo

pr(g) =2, pr(e) =3, h(T) = 3.

D 4.2.4 Se denomina hoja a todo vértice de T sin hijos, en caso contrario, diremos que e€s un

vértice interno.

T 4.2.1 Todo drbol finito T tiene hojas.

Dem. Sea v; un vértice de T,
(i) si vy es una hoja, estd demostrado. En caso contrario
(ii) sea vy un hijo de vy,

(ii.1) si v es una hoja, estd demostrado. En caso contrario

(ii.2) sea vz un hijo de v,.
Como el arbol es finito este proceso finaliza y el vértice en el que para, es una hoja. |
T 4.2.2 Todo arbol T con m vértices tiene m — 1 aristas.

Dem. Haremos la demostracion por induccién sobre m.

Si m = 1, T tiene un sélo vértice, entonces si hay alguna arista debe ser un bucle por lo
tanto 7' tiene un ciclo, absurdo. Luego, hay 0 aristas.

Supongamos que el teorema se verifica para m = k. Probémoslo para m = k + 1.

Sean x una hoja de T', y el padre de z y c¢ la arista de extremos x e y. Si en T' suprimimos
¢ y llamamos T" al arbol resultante, el nimero de vértices de T” es k y aplicando la hipdtesis

inductiva, 7" tiene k — 1 aristas, de donde T tiene k aristas. [ |
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Arbol cubriente minimal

Un problema que se presenta en el diseno de redes es como conectar todos los vértices
eficientemente, donde los vértices pueden ser computadoras, teléfonos, etc. Un arbol cubriente

minimal puede proveernos una solucién econémica.

Arbol cubriente de un grafo

D 4.2.5 Dado un grafo conexo G, un drbol cubriente de G es un subgrafo cubriente conezxo y

sin ciclos.

Es decir, es un subgrafo cubriente de G que es un arbol.
Dado un grafo conexo y valuado GG, indicaremos cémo construir un arbol cubriente de G de

valuacién minima.

Algoritmo para obtener un drbol cubriente minimal

Sea G un grafo conexo y valuado, con n vértices. El algoritmo consiste en lo siguiente:

(i) se elige un vértice arbitrario de G como primer elemento de un conjunto que notaremos

IN

Y

(ii) de todos los vértices z de G tales que z ¢ IN y son adyacentes a los vértices del conjunto,
se selecciona uno cuya arista tenga valuacion minima. Dicho vértice se agrega a IN y la

arista en cuestion forma parte del arbol cubriente buscado,

(ili) se repite el paso (ii) hasta que |[IN| = n, esto es, hasta que todos los vértices de G estén

en el conjunto I'N.

Observemos que en (ii) puede haber més de un vértice en las condiciones pedidas, de donde
resulta que el arbol cubriente minimal hallado no es tnico. Lo que es tnica es la valuacion

minima.

Ejemplo
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Recorrido de drboles

Indicaremos tres algoritmos muy tutiles para recorrer un arbol, ellos nos permitiran recorrerlo
en pre—orden, orden simétrico y post—orden, respectivamente.
En estos métodos es conveniente emplear la definicién recursiva de arbol con raiz, donde de

la raiz parten las aristas que sostienen las raices de los subarboles.

I 15 T

Sea T' un arbol con raiz r, tal que todos los subarboles de T' estan etiquetados de izquierda

a derecha con 11,75, ... ,T;.
Pre—orden

Si lo recorremos en pre—orden, la raiz del arbol es visitada primero y luego los subarboles
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son procesados de izquierda a derecha en pre-orden.
Algoritmo

La entrada es un arbol T con raiz r y subarboles etiquetados de izquierda a derecha

11, T, ... ,T;; la salida es la lista de vértices en preorden:
(1) escribir r,

(2) para ¢ = 1 hasta t hacer pre-orden en T;.

Orden simétrico

Se comienza recorriendo el arbol izquierdo en orden simétrico, luego se visita la raiz y a

continuacion los restantes subarboles son procesados de izquierda a derecha en orden simétrico.
Algoritmo

La entrada es un arbol T con raiz r y subarboles etiquetados de izquierda a derecha

11, T, ... ,T;; la salida es la lista de vértices en orden simétrico:

(1) orden simétrico en 77,
(2) escribir r,

(3) para ¢ = 2 hasta t hacer orden simétrico en T;.

Post—orden

En este caso la raiz es visitada al final, después que todos los subarboles han sido procesados

de izquierda a derecha en post—orden.
Algoritmo

La entrada es un arbol T con raiz r y subarboles etiquetados de izquierda a derecha

T1,Ts,...,T;; la salida es la lista de vértices en post-orden:

(1) para ¢ = 1 hasta t hacer post-orden en T},

(2) escribir r.
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Ejemplo

Si consideramos el arbol T'

La lista de vértices en
(i) pre-orden es: abdiecfjkgh,
(ii) orden simétrico es: idbeaj fkcgh,

(iii) post—orden es: idebjk fghca.

4.3 Arboles binarios

D 4.3.1 Un drbol se dice binario si cada vértice tiene a lo sumo dos hijos, que llamaremos hijo

1zquierdo e hijo derecho, respectivamente.

Ejemplo

El arbol indicado en la figura es binario

Arbol binario lleno

D 4.3.2 Un drbol binario se dice lleno cuando todos los vértices internos tienen dos hijos y

todas las hojas tienen la misma profundidad.
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Ejemplo

El arbol binario indicado en la figura es lleno

Aplicaciones

Recordemos que si X es el conjunto de las variables proposicionales (v.p.) y consideramos
los simbolos de las operaciones binarias A,V,—, y el de la operacién unaria ~, con For[X]
designamos al conjunto de las formas proposicionales (f.p.), que se construyen por medio de las

siguientes reglas:

(R1) si z € X, entonces z es f.p.,
(R2) sipy g son f.p., entonces (p Aq),(pVq),(p— q) son f.p.,
(R3) sip es una f.p., entonces ~ p es una f.p.,

(R4) (de cierre) las unicas f.p. son las determinadas por R1, R2 y R3.

Entonces, cualquier p € For[X] puede representarse por medio de un arbol binario etique-

tado del siguiente modo:
Paso 1:

Si o = poq, donde o es una operacién binaria, dibujamos

o]

N

p q

Si a = *xr, donde * es una operacion unaria, dibujamos
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N

7

Paso 2:
Aplicar el Paso 1 a p,q y r hasta que p,qy r € X.
Ejemplos

(1) a=(z—=y) = (zVy)A2)

—.

(2) =2 =~y

o]

¥

Si en los ejemplos anteriores recorremos los vértices en
(i) orden simétrico,

(1) (z—y) = ((zVy) Az),

(2) =~y
(ii) pre-orden,

(1) —»— a2y A Vayz,

(2) =z ~y,
(iii) post—orden,
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(1) zy = zy V 2N —,

(2) xy ~—.
Es decir,

(a) en (i) obtenemos la expresién de partida, donde los paréntesis se colocan al terminar de
procesar cada subarbol. Esta manera de escribir a las formulas se denomina notacién

infija,

(b) en (ii) los simbolos de las operaciones preceden a los operandos. Esta manera de escribir

a las férmulas se denomina notacion polaca a derecha o prefija,

(c) en (iii) los simbolos de las operaciones se escriben a continuacién de los operandos. Esta

manera de escribir a las férmulas se denomina notaciéon polaca a izquierda o postfija.

Observemos que ni la notacién prefija ni la postfija requieren paréntesis, luego estas nota-
ciones son mas eficientes, aunque menos familiares que la infija. Los compiladores a menudo
cambian la notacién infija en los programas de computacién por la prefija o la postfija para

hacer mas eficiente el proceso.

4.4 Multidigrafos

Antes de indicar la definicién de multidigrafo veamos un ejemplo de tal nocién. Considere-
mos el diagrama de flujo correspondiente a un programa de computacion que lee una sucesion
de enteros no negativos, imprime aquellos enteros mayores que 7 y para cuando ingresa como

dato a 0.
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INicio

leer dato

verdadera falso

rep efir
hasta
dato = (1

e figcer

hacer

D 4.4.1 Llamaremos multidigrafo G a una terna (V, A, ) formada por

(i) un conjunto no vacio V', cuyos elementos denominaremos vértices o nodos,
(ii) un conjunto A, disjunto con V', cuyos elementos llamaremos arcos,

(iii) wna funcion ¢ : A — V x V tal que p(a) = (v, v2), v1 se llama vértice inicial u origen
y vg Sse denomina vértice final o extremo del arco a.
Nota. Para indicar que o(a) = (v, vs), escribiremos 705.

Ejemplo
Sea @ = (V,A,p),donde V ={1,2,3,4} y A ={a,b,c,d,e, f,g} y ¢ estd dada por la tabla

b Je o Je |7 o
L) | (1,2) | (4.3)] 3,3) | (1,2) | (24) | (3,4)

8
IS]

5
8
S~—
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Nociones elementales

Vamos a indicar a continuacion algunos conceptos elementales de la teoria de multidigrafos.

Para ejemplificar, vamos a considerar el multidigrafo T = (V, A, ) indicado en la figura

D 4.4.2 Liamaremos grado positivo (negativo) de un vértice v, y lo denotaremos con grt(v)

(9gr~(v)), al nimero de arcos con origen (extremo) en v.
En el ejemplo anterior, gr=(1) =0y gr(3) = 3.
D 4.4.3 Un vértice v es aislado, si grt(v) = gr—(v) = 0.
D 4.4.4 Un arco que une un vértice consigo mismo se denomina un bucle.
En el ejemplo anterior, a5 es un bucle.
D 4.4.5 Dos arcos u y w son paralelos si p(u) = p(w).
D 4.4.6 Llamaremos digrafo a todo multidigrafo sin arcos paralelos.
D 4.4.7 Un camino de vy a v es una sucesion de vértices y arcos del tipo
V1G1V20G2 ... Vg—1 k-1 Vg,
donde para cada i, a; es el arco con origen v; y extremo v;y1.
En el ejemplo anterior,
c1: 2as4as3as3,
co: 4daz3asdas3,
c3: lag2.
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D 4.4.8 Llamaremos longitud de un camino al nimero de arcos que intervienen en él, contando

cada arco tantas veces como figure en la sucesion que lo define.
En el ejemplo anterior,
long(c1) =3, long(cs) = 1.

D 4.4.9 Diremos que el vértice vy, es alcanzable desde v;, vy # v, si en G existe un camino

de vj a vg.
En el ejemplo anterior,

3 es alcanzable desde 2,

2 es alcanzable desde 1.

D 4.4.10 Llamaremos circuito a todo camino que comienza y termina en un mismo vértice v

sin arcos y sin vértices repetidos excepto v (en los extremos).
En el ejemplo anterior,
3as 3,
das3asd.

D 4.4.11 Dado un multidigrafo @, llamaremos multigrafo subyacente o soporte de @, al que

se obtiene a partir de [e4 suprimiendo las orientaciones.

D 4.4.12 Un multidigrafo es conexo, si su soporte lo es.

D 4.4.13 Un multidigrafo es fuertemente conezo, si todo par de vértices distintos puede unirse

POT UN CaMino.
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El multidigrafo @ no es fuertemente conexo pues no hay un camino de 2 a 1.

Las nociones de submultidigrafos, submultidigrafos cubrientes e inducidos se definen de
manera analoga al caso no dirigido.

Ejemplos

(i) Gy y G2 son submultidigrafos cubrientes de G,

1. 2 -

Representacion computacional de los multidigrafos

De manera anéloga a lo visto para multigrafos, indicaremos dos formas distintas de informar

un multidigrafo a una computadora, por medio de
(i) la matriz de precedencia,
(ii) la lista de precedencia.

Matriz de precedencia

Sea @ un multidigrafo con n vértices vy, vs,... ,v,. La matriz de precedencia de @ es
la matriz M (@) = (@ij)nxn, donde a;; es el nimero de arcos con origen v; y extremo v,
1<i,j<n.

115



o O O =
= e )
— = N W

Observemos que la matriz de precedencia no tiene por que ser simétrica.

De manera analoga a lo visto para el caso no dirigido, se prueba que

T 4.4.1 Sean G un multidigrafo con n vértices, M(a) = (Gij)nxn Su matriz de precedencia,
me Ny Mm(@) = (dij)nxn- Entonces d;; es el niumero de caminos de longitud m del vértice

v; al v;.
Ejemplo

Si @ es el multidigrafo del ejemplo anterior, entonces

2 3
M*(C) = 11
1 2

o O O

Luego, hay 3 caminos de longitud 2 del vértice 1 al 3, que son

la2d3,
163 f 3,

1e3 f3.

Un problema que se presenta con frecuencia es, dado un multidigrafo, saber si un vértice
puede ser alcanzado o no desde otro. Recordemos que un vértice v; es alcanzable desde v;, v; #
vj, si existe algin camino de v; a v;. Si consideramos la matriz M (6) y calculamos M 2(@),
M 3(@), ..., entonces para que haya cualquier camino de v; a v; el lugar 75 de alguna de estas

matrices debe ser no nulo.
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Se puede demostrar que en un multidigrafo T con m vértices, cualquier camino que no
tenga vértices repetidos puede tener a lo sumo m — 1 arcos (y m vértices) antes que un vértice
se repita. Ademds, en todo camino de longitud mayor que m — 1, cualquier seccién entre dos
vértices repetidos es un circuito y por lo tanto puede eliminarse, luego la longitud del camino
disminuye. Entonces si existe un camino desde v; a v; deberd ser de longitud a lo sumo m — 1.
Luego, s6lo debemos calcular M(@), MQ(@), M?’(@), e Mm—l(@), para decidir si v; es
alcanzable desde v;.

Otra manera mas eficiente de hacerlo, pues se ocupa menos lugar de memoria, consiste en

calcular las matrices:
M(G), M%(C), M¥G),..., M™(Q)

y guardar solamente la matriz
R=M(G)+M*(C)+M(G)+...+ M™(C) = (ry).

Si r;; > 0, entonces se tiene que v; es alcanzable desde v;.

Lista de precedencia

Se construye de manera analoga al caso no dirigido.

Ejemplo

Si consideramos el multidigrafo del ejemplo anterior, la lista de precedencia correspondiente

€S

1 [T ][I~
2 - [0
3 pd B gt

4.5 Ejercicios

E 4.5.1
Suponiendo que
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A habla espanol, francés e inglés,
B habla espanol, inglés y aleméan,
C habla espanol y aleman,

D habla francés,

esquematizar las distintas formas de comunicacién directa entre ellos.
E 4.5.2
Dados los siguientes multigrafos:

(i) G1 = (V1, A1, 1), donde Vi = {1,2,3,4}, A; = {a,b,c,d,e, f, g} v ¢1 estd dada por la

siguiente tabla:

x ‘ a b c d e f g
e | {12} {14} {1} {13} {24} {43} {23}
(ii)) Go = (Va, Ag, p2), donde Vo = {1,2,3,4,5,6}, Ay = {a,b,c,d,e, f,g} y ¢ estd dada

por la siguiente tabla:

T ‘ a b c d e / Y
¢2($)‘ {1,2} {1,4} {2,4} {2,3} {2,3} {4,5} {4,5}

(
(

a) hacer el diagrama de cada uno de ellos,
b) indicar cuéles de ellos son grafos, cuéles son conexos y cudles son completos,

(c) hallar gr(1) en Gy y en Ga,

(d) hallar en G5 una cadena que comience y termine en un mismo vértice que contenga
todas las aristas de G5 sin repetirlas. ;jEs esto siempre posible cualquiera sea el

multigrafo?. Justifique,

(e) hallar en G un ciclo de longitud 4 que contenga la arista d.
E 4.5.3

Dado el multigrafo G
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(i) hallar, en cada caso, el multigrafo inducido por cada uno de los siguientes conjuntos de

vértices:

(a) {73},
(b) {5,2,6},
(c) {1,2,4,5,7}.

(ii) hallar un subgrafo cubriente de G que contenga ciclos,

(iii) hallar la suma de los grados de todos los vértices de G y verificar que dicha suma es dos

veces el nimero de aristas de G.
E 4.5.4
Para cada uno de los multigrafos del Ejercicio 4.5.2, hallar

(i) la matriz de adyacencia asociada,

(ii) la lista de adyacencia asociada.
E 4.5.5

Sea G un multigrafo con n vértices vy,... ,v, y m aristas ej,...,e,. La matriz de
incidencia de G es la matriz C(G) = (¢ij)nxm, donde ¢;; es el nimero de veces (0,1 o 2) que v;
es extremo de e;.

Dado el siguiente multigrafo G, hallar C(G):
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E 4.5.6

Sea G = (V, A, ¢) un multigrafo, probar que

(i) > gr(v) = 2[A],

veV

(ii) el numero de vértices de G de grado impar es par.
E 4.5.7

(i) Si G tiene 21 aristas con 7 vértices de grado 1, 3 de grado 2, 7 de grado 3 y el resto de

grado 4, determinar el nimero total de vértices de G.
(ii) Idem inciso (i), sabiendo ademds que tiene 6 vértices aislados.

(iii) Un multigrafo donde todos los vértices tienen el mismo grado se dice regular. ;Existen
multigrafos regulares con 10 aristas en el que cada vértice tiene grado 47. ;Existen
multigrafos regulares con 15 aristas en el que cada vértice tiene grado 47. En caso de ser

posible, dar ejemplos.
E 4.5.8

(i) Dado el arbol binario
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Determinar su raiz y su altura. ;Es binario lleno?. ;Cual es el hijo izquierdo de 97. ;Qué

profundidad tiene 47

(ii) Hallar un arbol binario de altura 4 con cuatro hojas, una de ellas de profundidad 2, otra

de profundidad 3 y tal que su raiz no tenga hijo derecho.
E 4.5.9

Hallar dos arboles minimales cubrientes para cada uno de los siguientes grafos:

a1 D 4 a T
2
2 i \
20 32/ h 1 2
b f
W s ) 3 g
g 2 112
N A 1 2 3
L4 1 4 v
g c d h
E 4.5.10

Escribir la lista de vértices en preorden, orden simétrico y post-orden para cada uno de los

siguientes arboles:
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E 4.5.11

Hallar la férmula asociada a cada uno de los siguientes arboles binarios en notacion prefija,

infija y post-fija:

E 4.5.12
Escribir las siguientes formulas en notacion
(i) prefija y post-fija. Hallar el arbol binario asociado.
(@) z+ (((y+2)-1)-2),

(b) (((pVa)AT) =) Lp)A~q,
() (((~(pAg)—=r)A(rVa))—s.
(ii) infija.

(@) - +-2zyt,

(b) > AN > = pqg ~~r1r ~ s | tr,

zy -2t - +zy +
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(d)pgrAN |l sApgh ~1rAN —.

E 4.5.13

Existen cuatro tipos basicos de sangre: A, B,AB y O. El tipo O puede donar a cualquiera
de los cuatros tipos, A y B pueden donar a AB, lo mismo que a su propio tipo, pero el tipo

AB sélo puede donar a AB. Dibujar un digrafo que represente esta situacién.
E 4.5.14
Dado el multidigrafo G = (V, 4, ¢), donde V = {1,2,3,4,5}, A = {a,b,¢,d,e, f, g, h,i,j}

y  esta dada por la tabla

x | a b c d e f g h l J
90($)|(1>2) (2,3) (2,5 (42) (1,3) (5,1) (45) (5,3) (1,4) (3,4)

a) hacer el diagrama asociado a G. LEs G digrafo?.

b) hallar gr™(1) y gr=(4),

c¢) hallar dos caminos que no repitan vértices desde el vértice 3 hasta el 2,
d) hallar un camino que repita vértices desde el vértice 1 hasta el 2,

e) hallar el multigrafo soporte,

f) jes G fuertemente conexo?,

g) hallar el subdigrafo inducido por el conjunto de vértices {1,3,4,5}.

E 4.5.15

Sean vy v dos vértices distintos de un multidigrafo G. Si existe un camino en G desde u

hasta v, probar que existe un camino desde u hasta v que no repite vértices.
E 4.5.16

Sea GG un multidigrafo finito. Si G no contiene circuitos, probar que existe al menos un

vértice v tal que grt(v) = 0.
E 4.5.17

Hallar la matriz de precedencia y la lista de precedencia para los multidigrafos de los ejer-
cicios 4.5.13 y 4.5.14.
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5 Relaciones binarias especiales

5.1 Relaciones binarias entre los elementos de un conjunto

D 5.1.1 Llamaremos relacion binaria entre los elementos de A, a cualquier subconjunto de
A x A.

Al conjunto de todas las relaciones binarias entre los elementos de A, lo representaremos
con el simbolo Rel(A).

Es claro que se verifica que
Rel(A)={B: BC Ax A} =P(Ax A).

En toda esta seccién, cuando no digamos lo contrario, las relaciones consideradas seran

entre los elementos de un conjunto.

Relaciones con ciertas propiedades particulares

D 5.1.2 Sea R € Rel(A). Diremos que R es

(i) reflexiva si: (a,a) € R, para todo a € A, l[aRal)
(ii) simétrica si: (z,y) € R = (y,z) € R, [zRy = yRz]
(i) antisimétrica si: (x,y) € R, (y,z) € R =z =y, [zRy,yRx = x =y
(iv) transitiva si: (z,y),(y,2) € R= (z,z) € R. [zRy,yRz = zRZ]

Nota. Otra forma de definir la propiedad antisimétrica es: si (z,y) € Ry = # y, entonces
(y,2) ¢ R.
Ejemplos
Consideremos el conjunto A = {a,b,c,d, e} y las relaciones binarias
By = {(a,b), (b,¢),(a, )},
Ry = {(a,a),(b,b), (¢, ), (d, d), (e, e)},
Rs = Ry U{(a,b),(b,a)}.
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Entonces
Ry: no es reflexiva, [(a,a) ¢ Ry
no es simétrica [(a,b) € Ry y (b,a) ¢ Ry
es transitiva y antisimétrica.
Rs: es reflexiva, simétrica, transitiva y antisimétrica.
R3: es reflexiva, simétrica y transitiva,
no es antisimétrica. [(a,b), (b,a) € Ry y a # b)

Nota. La relacion R,y del ejemplo muestra que una relacion puede ser simétrica y antisimétrica

a la vez.

Relaciones especiales

Para todo conjunto X # (), Rel(X) siempre contiene tres elementos muy importantes:
(i) la relacién vacifa: 0 € Rel(X), 0 C X2
(i) la relacién identidad: Ix = {(z,z): 2 € X},

(iii) la relacién plena: 7x = X2 [(X? C X7

5.2 Digrafos y relaciones binarias

Relacion binaria asociada a un digrafo

Dado un digrafo ﬁ, podemos considerar la relacién binaria R(a) sobre el conjunto V' de

vértices de ﬁ definida del siguiente modo:

R(ﬁ) = {(x,y) : existe un arco con origen = y extremo y}.
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Ejemplo

Sea G el digrafo indicado en la figura
03 1 \z

entonces R(G) = {(1,2),(1,3), (2,1),(3,3)}.

Digrafo asociado a una relacion binaria
A toda R € Rel(X), R # () podemos asociarle un digrafo 6(3) del siguiente modo:
(i) el conjunto V' de vértices de Ges X :

(ii) si (z,y) € R, entonces hay un arco con origen x y extremo y.

Ejemplo

Sean X = {a,b,c} y R={(a,a),(a,b),(b,c),(c,a)}, entonces
V ={a,b,c}ty ﬁ(R) es el indicado en la figura siguiente

C

Nota. La correspondencia que a cada R € Rel(X), R # 0 le asigna el digrafo R(ﬁ), establece
una biyeccién entre el conjunto de relaciones no vacias sobre el conjunto X y el conjunto de

digrafos que tienen como conjunto de vértices al conjunto X.

Determinacion de propiedades de una relacion por medio de su digrafo asociado

Sean R € Rel(X) y 6(}2) su digrafo asociado, entonces R es
(i) reflexiva: si en cada vértice hay un bucle.
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QI
(ii) simétrica: si para cada arco existe su opuesto.
f‘“’©”

(iii) antisimétrica: si para cada par de vértices x,y,  # y se verifica una y sélo una de las

siguientes condiciones:

x.—-—.y

I e e ¥

(iv) transitiva: si toda vez que existen los arcos 77, 32, también existe el arco Z2.

T ¥ z

S~

5.3 P—clausura de una relacién binaria

D 5.3.1 SiR € Rel(X) y P es una propiedad (por ejemplo la propiedad transitiva), llamaremos
P—clausura de R, y la indicaremos con RY, a la relacion binaria sobre X que tiene las siguientes

propiedades:
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(P1) RC RP,
(P2) RF tiene la propiedad P,
(P3) si R* € Rel(X) verifica:

(i) RC R,

(ii) R* tiene la propiedad P,
entonces R C R*.
Observaciones

(i) RP es la menor relacién que contiene a R verificando la propiedad P.

(ii) Dada R € Rel(X) y una propiedad P, no siempre existe la P—clausura de R. En efecto,

si R ={(a,b),(b,a)}, entonces es claro que no existe la clausura antisimétrica de R.

Propiedades itiles para la determinacion de las P—clausuras

Vamos a ver ahora un resultado que nos sera de utilidad para determinar las clausuras

reflexiva, simétrica y transitiva de una relacion.
T 5.3.1 Sea R € Rel(X), entonces
(1) las siguientes condiciones son equivalentes:

(i.1) R es refleziva,

(i.2) Ix C R.
(i) las siguientes condiciones son equivalentes:
(ii.1) R es simétrica,
(ii.2) R? = R.
iii) las siguientes condiciones son equivalentes:
g q
(iii.1) R es transitiva,
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(iii.2) R? C R, donde R?> = Ro R.
Dem.

(i) La demostracion es trivial.
(i) (iL1) = (iL2):
(1) (z,y) € R &
(y,z) e R &
(xz,y) € RP,
(2) R= R.
(i.2) = (ii.1):

Sea

(1) (z,9) € R,
entonces

(2) (z,y) € RP,

(3) (y,2) € R,

(4) R es simétrica.
(i) (iii.1) = (iii.2):
Sea

(1) (z,y) € B2,
entonces existe z € X tal que
(2) (z,2) € R,
(3) (z,9) € R.
Luego,
4) (z,y) € R,
(5) R* C R.
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[definicién de R°P]
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[hipdtesis]



(iii.2) = (iii.1):

Sean

(1) (z,y) € R, (hipétesis]

(2) (y,2) € R, (hip6tesis]
entonces

(3) (z,z) € RoR = R?, [(1), (2) y definicién de composicién]

(4) (z,2) € R. (3) v (iii.2)]

Determinacion de las P—clausuras de una relacion por medio de su digrafo aso-

ctado

A veces para determinar la P—clausura de una relacién R es ttil emplear el digrafo ﬁ(R),

asociado a R. En efecto, si R” es la clausura
reflexiva: cada vértice debe tener un bucle,
simétrica: para cada arco de ﬁ(RP ) debe estar su opuesto,
transitiva: para cada par de arcos aé y a; de ﬁ(RP ), debe estar el arco %.
Dada R € Rel(X), indicaremos con REFF RSIM RTE Jas clausuras reflexiva, simétrica y
transitiva de R, respectivamente.
Ejemplo

Sea X = {a,b,c,d} y R={(a,a),(b,c),(b,d), (c,b),(c,a)}.
Para determinar la clausura reflexiva, incorporamos a R los pares (z,z) que le faltan para

que contenga a [x. Luego,
REF = RU{(b,b), (¢, 0), (d, d)}.

Para determinar la clausura simétrica, incorporamos a R los pares (z, y) que le faltan cuando

(y,x) estd en R. Luego,
R¥M = RU{(d,b), (a, )}
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Para determinar la clausura transitiva, incorporamos los pares (z,z) que le faltan a R

cuando los pares (z,y), (v, z) estdn en R
(b,c), (c,b) € R= (b,b) € R,
(b,c),(c,a) € R= (b,a) € R,
(¢,b),(b,c) € R= (c,c) € R,
(¢,b),(b,d) € R= (c,d) € R,

RTE = RU{(b,b),(c,c), (b, a),(c,d)}.

5.4 Clausuras: reflexiva, simétrica, transitiva

Las clausuras anteriores se pueden determinar del siguiente modo:
T 5.4.1 Si R € Rel(X), entonces se verifican
(i) REF = RU Ix,
(i) RS™ = RU R,
(iii) RTE = {(x,y) € X?: existe un camino de longitud finita del vértice = al vértice y

en a(R)}

Dem. Solamente probaremos (iii).
Sea B = {(z,y) € X?: existe un camino de longitud finita del vértice x al vértice y en

ﬁ(R)}, entonces se verifican

(P1) R C B: Sea (z,y) € R, entonces en a(R) existe un camino de longitud uno que une el

vértice = con el vértice y. Luego, (z,y) € B.
(P2) B es transitiva:

Sean

(1) (u,v) € B,
(2) (v,w) € B,
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entonces en 6(5’)

(3) existe un camino de longitud [, del vértice u al v, [(1)]
(4) existe un camino de longitud Iy del vértice v al w, [(2)]
(5) existe un camino de longitud finita del vértice u al w, (3) ¥y (4)]
(6) (u,w) € [(5) y definicién de B]

(P3) Si R C R* y R* es transitiva, entonces B C R*:

Supongamos que

(1) RC R,

(2) R* es transitiva,

y sea
(3) (u,v) € B,
entonces

(4) (u,wy) € R, (wy,ws) € R, ..., (Wp_1,wy,) € R, (wy,,v) € R [(3)
y definicién de B]

(5) (u,wy) € R*, (wy,ws) € R*, ..., (Wp_1,wy,) € R*, (wy,,v) € R* [(4) y (1)]

(6) (u,v) € R, [(5) v (2)]

(7) BC R~ [(3) y (6)

5.5 Relaciones de equivalencia

D 5.5.1 Sea R € Rel(X), R # (). Diremos que R es una relacién de equivalencia si es reflexiva,

simétrica y transitiva. Fsto es, si R verifica:
(E1) (z,z) € R para todo x € X,
(E2) (z,y) € R= (y,z) € R,

(E3) (z,y) € R,(y,2) € R= (z,2) € R.
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Notaciones

(i) Denotaremos con Ref(X), Sim(X), Tran(X) y EQ(X) al conjunto de todas las rela-
ciones reflexivas, simétricas, transitivas y de equivalencia definidas sobre un conjunto X

respectivamente.

(ii) Es habitual representar a una relacién de equivalencia con alguno de los simbolos ~, ~

-

Entonces si (z,y) pertenece a la relacion se escribe x ~y, x ~y, 6z =y yseleex ey
son equivalentes.
Ejemplo

Dado un conjunto A, no vacio, las relaciones

: _ A2
In={(z,x):x € A} y 74= A%
llamadas las relaciones triviales, son de equivalencia.

5.6 Relacién de equivalencia asociada a una funcién

D 5.6.1 Sea f : X — Y wuna funcion arbitraria. Llamaremos relacion asociada con f a la

relacion

Ry = {(a,b) € X x X : f(a) = f(B)}.

Es facil ver que Ry € EQ(X).

Ejemplo
Si X ={a,b,c,d}, Y ={1,2,3,4} y f : X — Y es la funcién indicada en la siguiente
tabla:
x ‘ a | b | c | d
fy|1]2]2]1

entonces Ry = Ix U{(a,d), (d,a), (b,c),(c,b)}.
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5.7 Relacién de equivalencia asociada a una particion

D 5.7.1 Una particion de un conjunto X no wvacio, es una familia F de subconjuntos de X

con las siguientes propiedades:

(Pal) si A € F, entonces A # 0,
(Pa2) si A, BeF y AN B # 0, entonces A = B,

(Pa3) |J A= X.

A los elementos de F los llamaremos F—conjuntos.
Nota. La condicién Pa2 es equivalente a la siguiente: si A, B € F y A # B, entonces ANB = ().

Al conjunto de todas las particiones de un conjunto X lo representaremos con Part(X).

D 5.7.2 Sea X un conjunto no vacio y F € Part(X). Llamaremos relacion asociada con F a

la relacion
Rr ={(z,y) € X x X : existe A € F tal que x,y € A}.
Es decir, (z,y) € Rg si, y sblo si, z e y pertenecen al mismo F—conjunto.
T 5.7.1 Si F € Part(X), entonces Ry € EQ(X).
Dem.

(E1) Ry es reflexiva:

(1) Sea xz € X, [hipdtesis]
(2) X=U 4, [F € Part(X)]
(3) existe B € F tal que z € B, [(1),(2)]
(4) (z,2) € Rr. [(3)]

(E2) Ry es simétrica: Inmediata.
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(E3) Rz es transitiva:

Sean
(1) (z,y) € R, (hipétesis]
2) (y,2) € Ry, [hip6tesis]

entonces,

(3) existe A € F tal que z,y € A, [(1)]
(4) existe B € F tal que y, z € B, [(2)]
(5) y € AN B, [(3),(4)]
(6) ANB # 0, [(5)]
(7) A= B, [Pa2]
(8) existe A € F tal que z,z € A, ((3),(4),(7)]
(9) (z,2) € Rr. [(8)] ™

Ejemplo

Si X ={a,b,cd;e, f} y F = {{a,d},{c},{b,e, f}}, entonces

Rf - IX U {(av d), (d7 a)> (b7 6)7 (6, b)> (b7 f)? (fv b)? (ev f)ﬂ <f> e)}

5.8 Clases de equivalencia y conjunto cociente

Clases de equivalencia

D 5.8.1 Sea R € EQ(X) yx € X. Llamaremos R—clase (o simplemente clase) de equivalencia
que contiene a x al conjunto R(x) ={y € X : (z,y) € R}.

También usaremos las notaciones g, T o |z|, para designar a la clase de equivalencia que
contiene a x. En general, las dos ultimas se emplean cuando la relacion R es una relacion de

equivalencia fija.

Propiedades de las clases de equivalencia
T 5.8.1 Si R € EQ(X), entonces se verifican las siguientes propiedades:
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(Cl) z € xR, cualquiera sea x € X,
(C2) las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) (z,y) € R,
(b) zr = yr-
Dem.
(C1) La demostracion es inmediata ya que zg = {u € X : (u,x) € R} y (z,z) € R.

(C2) (a) = (b):

(i) zr C yg:
Sean
(1) (z,y) € R, [hipétesis]
(2) u € zg, [hipdtesis]
entonces
(3) (u,z) € R, [(2)]
(4) (w,y) € R, [(3),(1)]
(5) u € yg, [(4)]
(6) 2r C yg- [(2),(5)]

(ii) yr C xg: se demuestra en forma andloga a (i).

De (i) y (ii) resulta xg = yg.

(b) = (a):

(1) zr = yr, (hipétesis]
(2) y € zg, [(C1),(1)]
3) (z,y) € R. (2)] =

Nota. Si C es la clase de equivalencia que contiene a z, esto es si C' = zg, entonces diremos

que x es un representante de la clase C.
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Conjunto cociente

D 5.8.2 Sea R € EQ(A). Denominaremos conjunto cociente de A por R y lo denotaremos con

A/R, al conjunto de todas las clases de equivalencia de A determinadas por R.

Es usual emplear la notacién A/R = {zg}ica.
Nosotros también la usaremos, aunque tiene defectos, pues sugiere que A puede ser utilizado
como conjunto de indices para A/R, lo cual en general no es cierto, como lo muestra el siguiente

ejemplo:

Si A={a,b,c}y R=14U{(a,b),(b,a)}, entonces ag = {a,b}, cr = {c} y
A/R = {(J,R,CR}.
En cambio, {xg}rca = {ar,br,cr} y es claro que A/R # {zr}sca.

Ejemplos

(i) Sean A un conjunto no vacio arbitrarioy R = Iy = {(z,z) : € A}. Entonces zg = {z}

y A/R={{z}:x € A}.

(ii) Sea A = {a,b,c,d,e,g}, B ={1,2,3} y f: A — B la funcién indicada en la siguiente
tabla:

vlalbleldle|s

fa 1]

Si consideramos la relacién Ry, entonces:

ap, ={r € A: (x,0) € Ry} ={x € A: f(z) = fa)} = {a, b},
CR; = {C7 d, 6},

ng = {g}

Luego A/Rf = {a’Rf7 CRy» ng} = {{CL, b}7 {Cv d, 6}7 {g}}

5.9 Particion asociada a una relacion de equivalencia

T 5.9.1 Sea X un conjunto no vacio y R € EQ(X). Entonces el conjunto cociente X/R es

una particion de X.
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Dem.
(Pal) zr # 0 para todo zp € X/R,
(Pa2) IR ﬂyR 7é (D = TR — YR:

Sean
(1) zgr,yr € X/R tales que zgr Nyr # 0,

entonces,
(2) c€zrNyr,
(3) (z,¢) € R,
(4) (c,y) € R,
(5) (z,y) € R,
(6) zr = yr.

(Pa3) U zr=X:

zeX

(i) Uzr<X:

(1) zr ={u € X : (u,x) € R},
(2) ZERQX,
3) U xzrCX.

zeX
(i) X C U an:
zeX
Sea,
(1) z € X,
(2) Z € ZR,

3) z€ U =g,

zeX
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[hipétesis]

[hipétesis]
[(CL)]
[(2)]



() xC U on (1),(3)]

zeX

De (i) y (ii) resulta Pa3. |

Las nociones de particién y relacion de equivalencia sobre un conjunto estan conectadas de

la siguiente manera:
T 5.9.2 Sea A un conjunto dado, entonces se verifican:
(i) Si R € EQ(A), existe F € Part(A) tal que Ry = R.
(ii) Si F € Part(A), existe R € EQ(A) tal que F = A/R.
De T 5.9.2 resulta que para hallar las relaciones de equivalencia sobre un conjunto A basta

hallar las particiones de A y reciprocamente.

El nimero p,, de particiones de un conjunto con n elementos puede calcularse por medio de

la férmula recursiva:

(i) po =1,
(@m=§G$m3

5.10 Funciones canonicas

D 5.10.1 Sea A un conjunto no vacio y R € EQ(A). La funcién qr : A — A/R definida por

qr(z) = zr (0 q(x) = xg) se denomina aplicacion candnica asociada con R.

Observemos que gr es una funcién pues cada © € A pertenece a una y sélo una clase de

equivalencia. Por otra parte, es claro que gr es sobreyectiva.

El siguiente resultado expresa la conexion existente entre las nociones de funcion y relacion

de equivalencia.

T 5.10.1 (teorema del tridngulo) Sean f : A — B una funcion arbitraria, R = Ry la relacion
de equivalencia asociada a f y qr : A — A/R la aplicacién canénica asociada con R. En-
tonces eziste una unica funcion f*: A/R — B tal que f*oqr = f.

Ademds se verifican:

139



(i) f* es inyectiva,
(ii) f* es sobreyectiva si, y solo si, f lo es.

f=f"oqr

A/R

B

Dem. Sea f* = {(C, f(z)) : C € A/R,x € C}, entonces

(a) f* es funcional:

Sean
(1) (C, f(@)),(C, f(y) € f*, conz,y € C, [hip6tesis]
entonces,
(2) (z,9) € R, [(1)]
(3) flz) = f(y). [(2) y def. de R]
(b) ffoqr=f:
(f* o qr)(x) = f*(qr(z))
= f*(2)
= f(2).

(c) f* es la unica funcién tal que f*oq = f:

En efecto, sea

g:A/R — Btal que gogq = f,

entonces dado ap € A/R se verifica

g9(ar) = g(q(a))
= f(a) [g0q= f]
= f*(a(a)) [f*oq=f]
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= f*(ar).
Luego, g = f*.

Ademis,

(i) f es inyectiva:

Sean
(1) (C, f(2)), (D, f(x)) € [,
entonces,
(2) zeCyzxeD, [de (1)]
(3) ¢nD#0, [de (2)]
(1) ¢ = D. [de (3)]
(ii) f* es sobreyectiva si, y sélo si, f lo es: la demostracién queda como ejercicio. |

5.11 Relaciones de orden
D 5.11.1 Sea R € Rel(X), R # 0. Diremos que R es una relacidn de:
(i) pre — orden: si es reflexiva y transitiva,
(ii) orden: si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Nota. Las relaciones de orden (de equivalencia) son las relaciones de pre — orden que verifican

la propiedad antisimétrica (simétrica).

Conjuntos ordenados

D 5.11.2 Llamaremos conjunto ordenado ( c.0.) a todo par (A, R) formado por un conjunto

no vacio A y una relacion R de orden definida sobre A. También diremos que A es el soporte
del c.o. (A, R).

Ejemplo
El par (A, R), donde A = {a,b,c} y R = {(a,a), (b,b),(c,c), (a,c),(b,c)} es un c.o..
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Notaciones

(i) A veces para simplificar, representaremos al c.o. por medio de su conjunto soporte y

diremos, sea A un c.o..
(ii) Habitualmente designaremos a las relaciones de orden con el simbolo < 6 <.

(iii) Sea A = (A, <) un c.o.. De acuerdo a una convencién ya fijada escribiremos a < b para

indicar que se verifica (a,b) €<.

Si a < b diremos que, a precede a b, o que a es menor o igual que b.

(iv) Si A = (A, <) es un c.o., representaremos con > a la relacién opuesta de <, y diremos
que A* = (A4,>) es el c.o. dual de A.

Es claro que a > b si, y soélo si, b < a.

Si z > y, diremos que x sucede a y o que x es mayor o igual que y.
(v) Escribiremos a; < ay < ... < a,_1 < a, para indicar que se verifican

algag, agﬁag,...,an,lgan.

Ejemplo

Consideremos el c.o. (A, <), donde

A=1{1,2,3,4},

<={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3), (1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}
Entonces podemos escribir

1<1,1<2,1<3,1<4,

2<2,2<3,2<4,

3<3,3<4,

4 < 4.
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La relacion de orden estricto determinada por una relacion de orden

D 5.11.3 Sean (A, <) un c.o. ya,b € A. Escribiremos a <b sia<b y a+#b.

La féormula a < b se lee, a precede estrictamente a b 6 b sigue estrictamente a a.

Escribiremos a1 < as < ... < a,_1 < a, para indicar que a; < ag, s < A3,. .., Gp_1 < Q.

Nota. La relacién < asociada a una relacién de orden < es transitiva y ademas verifica la
propiedad a £ a, para todo a € A.
Entonces < nunca es una relacion de orden. Sin embargo, algunos autores dicen que es una

relacion de orden estricto, lo cual nos parece inapropiado por la razén expuesta.

5.12 Diagrama de Hasse de un conjunto ordenado finito

D 5.12.1 Sea (A, <) un conjunto ordenado y m,n € A. Diremos que n cubre a m, o que n es

un sucesor inmediato de m, si m < n y no existe otro elemento p tal que m < p < n.

Diagrama de Hasse de un c.o. finito

El diagrama de Hasse de un conjunto ordenado (A4, <), donde A es un conjunto finito, se

construird mediante el siguiente procedimiento:

Paso 1

Los elementos de A seran representados en el plano (una hoja de papel, el pizarrén,
etc.) por medio de una senal (un punto, una pequena circunferencia, etc.), dicha

senal se denominara el afijo del elemento.
Paso 2

Si a < b el afijo de b se dibuja por encima del afijo de a (en algunos casos especiales

a esta regla no se la tendrd en cuenta).
Paso 3

Si b cubre a a, uniremos el afijo de a y el de b con un segmento.
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Ejemplos
Sea (A, <) el siguiente c.o.:
(i) A={a,b,c,d}, y
a<a,a<b a<c a<d,
b<b b<c b<d,
c<c c<d,

d<d.

Entonces su diagrama de Hasse es

1]

(ii)) A={a,b,c,d,e} vy

<={(a,a),(a,b),(b,b), (c,d),(d,d), (a,c),(c,c),(a,d),(a,e), (b,d), (d,e), (b, e),
(e,e),(c,e)}.

En general es conveniente escribir la relaciéon <, y partir de ella detectar cudles son los

sucesores inmediatos de cada elemento. Entonces escribimos < del siguiente modo:

(a,b), (a,c), (a,d), (a,e), b, ¢,d, e siguen a a]
(b,d), (b,e), |d, e siguen a b)
(c,d), (c,e), [d, e siguen a ¢]
(d;e). e sigue a d]

144



Entonces su diagrama de Hasse es

[

Uso del diagrama de Hasse

(i) En primer lugar observemos que si la relacién R no es un orden, entonces no admite

diagrama de Hasse.

(ii) A partir del diagrama de Hasse podemos recuperar el orden.

Ejemplo

Sea (C, <) cuyo diagrama de Hasse es el indicado en la figura

(2]

entonces:
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e <e,

f<r

Conjguntos totalmente ordenados

D 5.12.2 Sea (A, <) un c.o.. Diremos que < es un orden total y que (A, <) es un conjunto

totalmente ordenado, o cadena, si se verifica

a,beAya#b=a<bosb<a.

Ejemplo

Sea (A, <) el siguiente c.o.:

A ={a,b,cd},

<= I4U{(a,b),(a,c)(a,d), (b,c), (b,d)(c,d)}.
Entonces

a<b<c<d,

v (A, <) es una cadena. Su diagrama de Hasse es:

[1]

Nota. Algunos autores llaman orden parcial a las relaciones que nosotros hemos llamado orden

y orden a las que hemos llamado orden total.
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5.13 Subconjuntos ordenados

D 5.13.1 Sean (A,<) un c.o. y B C A. Llamaremos orden sobre B inducido por < a
<= (B x B)N <, y diremos que (B,<;) es un subconjunto ordenado de (A, <).

Cuando no haya lugar a confusién, para simplificar la notacién, escribiremos (B, <) en lugar
de (B, <;), ain cuando tengamos que <#<;.
A veces simplificaremos mas y diremos, sea B el subconjunto ordenado del c.o. A.
Ejemplo
Sean
A ={a,b,c de},

<=14U{(e,c),(d,c),(d,b),(d,a),l(e a),(ba),(ca)}

Entonces

d

Sea B = {d,a,e} C A. Luego,
B x B=1gU{(d,a),(d,e),(a,d),(a,e),(e,d),(e,a)},

<= (B x B)N <= 13 U{(d,a), (e,a)}.

1]
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5.14 Elementos especiales de un conjunto ordenado

Sea (A, <) un conjunto ordenado. A continuacién definiremos ciertos elementos especiales, los

cuales pueden existir o no.

D 5.14.1 Sea m € A. Entonces m es:
(i) minimal si x < m =z =m,
(ii) mazimal sim <z =z =m,
(iii) primer elemento si m < x para todo x € A,

(iv) dltimo elemento si x < m para todo x € A.

Ejemplo
Sea (A, <) el c.o. cuyo diagrama de Hasse es el de la figura

g

a b ¢ *d

Los conjuntos de los elementos minimales y elementos maximales de A son
Apin = {a,b,¢,d} y Apaz = {h,g,d}, respectivamente. A no tiene ni primer ni ultimo

elemento.

Notas.

(i) El ejemplo anterior muestra que existen c.o. que no tienen ni primer ni tltimo elemento.

(ii) Si z € A es simultdneamente maximal y minimal, entonces en el diagrama de Hasse de

A, x es un punto aislado.
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Existencia de elementos minimales en un c.o. finito

T 5.14.1 Si (A, <) es un c.o. finito, entonces tiene elementos minimales.
Dem.

(1) Sea a; € A. Si a; es minimal, entonces (A, <) tiene elementos minimales. En caso

contrario vale (2).

(2) Existe az € A tal que as < aj. Si ap es minimal, entonces (A, <) tiene elementos

minimales. En caso contrario vale (3).

(3) Existe a3 € A tal que a3z < as. Si ag es minimal, entonces . ..

Como el conjunto ordenado A es finito, el proceso anterior debe parar en algin elemento

a,, €l cual es minimal. [ |

Notas.

(i) De manera totalmente andloga se demuestra que todo c.o. finito tiene elementos maxi-

males.

(ii) Si un c.o. finito A tiene un tnico elemento minimal (maximal), entonces dicho elemento

es el primer (iltimo) elemento.
Existencia del diagrama de Hasse de un c.o. finito
T 5.14.2 Todo c.o. finito admite diagrama de Hasse.
Dem. La demostracién la haremos por induccién sobre el niimero de elementos del c.o..

(i) Si A es un c.o. con un solo elemento, entonces A tiene diagrama de Hasse, el cual se

reduce a un punto.
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(ii) Supongamos que el enunciado vale para todo conjunto ordenado B tal que |B| < n.
(hipétesis de induccién)

(iii) Sea A un conjunto ordenado tal que |A| =n + 1.
Como A es un c.o. finito, A tiene por lo menos un elemento minimal m.

Considerando el subconjunto ordenado A’ = A\ {m}, tenemos que |A’'| = n, luego de (ii)

(la hip6tesis de induccién) resulta que A’ tiene diagrama de Hasse.

Sea C el conjunto de elementos de A’ que cubren a m, entonces

(a) si C' =10, el diagrama de Hasse de A es el de A’ al que se le ha agregado el afijo de

m, el cual es un punto aislado.

(b) si C # 0, entonces el diagrama de Hasse de A es el de A’ al que se le ha agregado el
afijo de m y se ha unido el afijo de m con cada uno de los afijos de los elementos de

C.

%

K
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5.15 Cotas y conjuntos acotados
D 5.15.1 Sean (A, <) un c.o., X C A yc € A. Diremos que:
(i) ¢ es cota inferior de X, si ¢ < x para todo x € X.
(ii) X es acotado inferiormente, si tiene cotas inferiores.
(iii) ¢ es cota superior de X, si x < ¢ para todo x € X .
(iv) X es acotado superiormente si tiene cotas superiores.

(v) X es acotado, si tiene cotas inferiores y cotas superiores.

Ejemplo

Sea (A, <) el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse es

entonces,

X | cotas inferiores de X | cotas superiores de X

{CL, b} T d7 fa g
{/} a,b,c,d, f f
{d7 6} b g

{c.9} a -

El ejemplo anterior, muestra que:

(i) pueden existir o no cotas inferiores (superiores),

(i) la cota inferior (superior), si existe, puede no ser tnica,
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(iii) si existen cotas inferiores (superiores) de un conjunto X, éstas pueden pertenecer o no a
X.

Infimo y supremo de un subconjunto ordenado

D 5.15.2 Sean (A, <) un c.o., X C A ya € A. Diremos que:
(i) a es el infimo de X si:

(I1) a < x para todo z € X,

(I12) la hipdtesis, z € A es tal que z < x para todo x € X, implica que z < a.
(ii) a es el supremo de X si:

(S1) z < a para todo = € X,

(S2) la hipdtesis, z € A es tal que x < z para todo x € X, implica que a < z.

Nota. La definicién anterior indica que el infimo (supremo) de un conjunto X es la mayor

(menor) de las cotas inferiores (superiores) de X.

Ejemplo

Sea (A, <) el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse es

entonces

X infX | supX
{C7 d} o f
{d7 f7 g, h’a 2} d T
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El ejemplo anterior, muestra que el infimo (supremo) de un conjunto X puede existir o no
y que, en caso de existir, puede pertenecer o no a X.

Nota. Observemos que el infimo (supremo) de un conjunto, si existe, es tinico.

5.16 Reticulos

D 5.16.1 Sea A un c.o.. Diremos que A es un:

(i) reticulo inferior, si cualquier subconjunto de A con dos elementos tiene infimo,
(ii) reticulo superior, si cualquier subconjunto de A con dos elementos tiene supremo,

(iii) reticulo, si es simultaneamente reticulo inferior y reticulo superior.

Nota. Observemos que si (A, <) es un reticulo inferior (superior), entonces (A, >) es un reticulo

superior (inferior). Luego, si (A4, <) es un reticulo, entonces (A, >) también es un reticulo.

Ejemplos

(i)

es reticulo inferior,
no es reticulo superior,

no es reticulo,

no es reticulo inferior,
es reticulo superior,

no es reticulo,
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(i)

A\ ; . .
\ / no es reticulo inferior,
\ / , .
N/ no es reticulo superior,
X
VA ,
/N no es reticulo,
// \\
/ 5
(iv)
!
es reticulo inferior,
. ; . es reticulo superior,
es reticulo,
0

Reticulos con primer elemento y reticulos con ultimo elemento

Observemos que existen reticulos que no tienen primer elemento o tltimo elemento.

Ejemplos
(i) (IN, <) es un reticulo con primer elemento y sin ultimo elemento.

(ii) (Z, <) es un reticulo sin primer y sin dltimo elemento.

reticulos inferiores finitos

T 5.16.1 Todo reticulo inferior finito tiene primer elemento.
Dem. Sea (A, <) un reticulo inferior finito, entonces

(1) (A, <) es un conjunto ordenado finito, [hipétesis]
(2) A tiene elementos minimales. [(1)]

154



Probemos ahora que A tiene un Unico minimal y que dicho minimal es primer elemento de

A. Sean

(3) m; minimal de A, [hipdtesis]

(4) my minimal de A, [hipétesis]
entonces,

(5) existe i = inf {my, ms}, [hipdtesis iniciall

(6) i < my, [(5)]

(7) i < mo, [(5)]

(8) i =my, [(6),(3)]
(9) i =my, [(7),(4)]
(10) my = ma. [(8),(9)]

Veamos que m; es primer elemento de A.

Sea xr € A, entonces:

(11) existe a = inf {my,z},

(12) a < my, [(11)]
(13) a <z, [(11)]
(14) a = my, [(12),(3)]
(15) m, < «, [(13),(14)]
(16) m es primer elemento. (15)] m

Nota. En forma andloga se demuestra que todo reticulo superior finito tiene ultimo elemento.
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Reticulos complementados

D 5.16.2 Sea (A, <) un reticulo con primer elemento 0 y 4ltimo elemento 1. Dado a € A,

diremos que b € A es un complemento de a si
(i) inf {a,b} =0,

(ii) sup {a,b} =1.

Ejemplos
/ 4 x | complementos de x
0 1
e . a b,c
b a,c
c a,b
a b
1 0
x | complementos de x
0 1
e a -
b _
c e
d _
e c
f _
g _
1 0

Los ejemplos anteriores muestran que:
(i) un elemento puede tener o no complementos,
(ii) el complemento de un elemento, si existe, puede no ser dnico.
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D 5.16.3 Sea (A, <) un reticulo con primer elemento 0 y ultimo elemento 1. Diremos que A

es complementado st todo elemento tiene complemento.

5.17 Ejercicios
E 5.17.1

Indicar, en cada caso, si R € Rel(A) es reflexiva, simétrica, antisimétrica y/o transitiva

(a) A={1,2,3}

(b) A={1,2,3,4}

(i) (i)

(iii)
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(i) (ii)
o b
| Q
¢ d
® | -
d
(iii) (iv)

e

(d) A={a,b,c}
(i) (i) (ii)
111 111 110
R=|000 R=|111 R=|000
101 111 111

(e) A es el conjunto de todas la rectas del plano,

ly Ry si, y sélo si, l; es perpendicular a [,

(f) A= 2%,

xRy si, y solo si, x — y es par,
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() A=2,

(a,b)R(c,d) si, y sélo si, a < c.
E 5.17.2

R € Rel(A) se dice circular si para todo x,y, z € A, las hipdtesis Ry e yRz implican zRz.

Probar que

(a) si R € Rel(A) es una relacién simétrica, entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(i) R es transitiva,

(ii) R es circular.
(b) si R € Rel(A) es una relacion circular y reflexiva, entonces es simétrica.

E 5.17.3

Sean R;, Ry € Rel(A). Averiguar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justifi-

cando las respuestas:

(a) si Ry y Ry son reflexivas, entonces Ry N Ry es reflexiva,
(b) si Ry y Ry son simétricas, entonces Ry N Ry es simétrica,
(c) si Ry y Ry son antisimétricas, entonces Ry U Ry es antisimétrica,

(d) si Ry y Ry son transitivas, entonces R; U Ry es transitiva.
E 5.17.4
(a) Sean Ry, Ry € Sim(X). Probar que

(1) R2 o R1 € Szm(X) Si, y sblo Si, R1 ] R2 = R2 o Rl,

(i) si Ry o Ry C Ry U Ry, entonces Ry o Ry C Ry U Ry.

(b) Sean Ry, Ry € Ref(X). Probar que Ry U Ry C Ry o R;.
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(c) Sea Ry € Ref(X). Probar que si Ry o Ry C Ry, entonces Ry C Ry. jEs valida la

reciproca?
E 5.17.5

Dada R € Rel(X), sean REF y RSTM las clausuras reflexiva y simétrica de R, respectiva-

mente. Probar que
(a) REF = RU Iy,
(b) RS™M = RU R°P.
E 5.17.6

Sea A ={a,b,c,d,e} y R € Rel(A). Hallar las clausuras reflexiva, simétrica y transitiva de

R, siendo

(a’) R = {(a7 a)? (C7 b)’ (b7 b)’ (a'7 C)’ (C’ 6)7 (C7 C)’ (d7 d)’ (6’ 6)7 (67 b)’ (C’ a)? (a’ 6)}7
(b)

E 5.17.7

Determinar si R € EQ(A), siendo
(a) A= Z, xRy si, y s6lo si, z + y es un nimero impar,
(b) A={1,2,3,4}, R ={(1,1),(2,2),(1,3),(3,3),(2,4), (4,4), (4,2), (3, 1)},
(c¢) U un conjunto referencial dado y C' C U fijo.

A="PU), DRB si,ysélosi, DNC =BNC,
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(d) A=Z, xRy si, y sélo si, 7/(x — y),

(e) A={a,b,c,d}, y R larelacién definida por la siguiente matriz

a b c d

afl 0 0 1

M(R) = bl O 1 0 O
cl0O 0 1 O

d\1 0 0 1

(f) A ={z: z es estudiante del curso de Matemética Discreta},

xRy si, y sélo si, x se sienta en la misma fila que y,
(g) A=IR? (a,b)R(c,d) si, y solo si, a® + b* = ¢ + d?,
(h) A= IR? (z,y)R(z,1) si, y s6lo si, y* = 2.
E 5.17.8
Sean A ={1,2,3,4} y S ={(1,1),(2,1),(3,2),(2,3)} C A x A:
(a) probar que S ¢ EQ(A),
(b) hallar SE@.
E 5.17.9
Sean R, Ry € EQ(A). Probar que (Ry U R1)P@ = Ry o R, si, y s6lo si, Ry o Ry = Ryo R;.
E 5.17.10
Sean A = {1,2,3,4} y R € EQ(A). Hallar 15 y 2, siendo
(a) R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3, 1)},
(b) R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(1,4), (4,1),(2,4), (4,2)}.
E 5.17.11

Para cada par de conjuntos A, B y funciones f: A — B:
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(a) determinar la relacién de equivalencia Ry asociada a f,

(b) hallar las clases de equivalencia.

(i) A={-3,-1,0,1,3,5,v2}, B=Z, f(z) = 2% + 1,
(i) A= B =2, f(z) = Tz + 4,
(iii) A=B=27Z, f(z) = —2*+2,
(iv) A=R* B=R, f((x,y)) =2z +3.
E 5.17.12

Calcular todas las posibles particiones de un conjunto con

(a) tres elementos,
(b) cuatro elementos.
E 5.17.13
(a) Sea P = {{1,2,3},{4},{5,6}} una particiéon de A = {1,2,3,4,5,6}.
Indicar la relacién R(P) asociada a dicha particién.

(b) Dado A =1{1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5} y R € EQ(A) definida por
(x,y)R(z,t) si, y s6losi, z +y =z +t.
Hallar:

(1) (1,3), (2,4) y (1,1),

(ii) la particién de A asociada a R.

(c) Dados U = {1,2,3}, C = {1,2} y R la relacién de equivalencia del ejercicio 5.17.7 inciso

(c). Determinar la particién asociada a R.
E 5.17.14

(a) Hallar las clases de equivalencia y el conjunto cociente para cada una de las relaciones

dadas en:
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(i) ejercicio 5.17.10,
(ii) ejercicio 5.17.7, incisos (b), (e), (g), (h).

(b) Hallar el conjunto cociente para cada una de las relaciones dadas en el ejercicio 5.17.11.
E 5.17.15

Hallar las funciones qr y f* (del teorema del tridngulo), siendo:

(a) A=1{1,2,3,4,5,6,7}, B=1{a,b,c,d}
e|1]2]3]4]|5]6]7
f@) [alblb]c|v|ald
(b) A={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, B=IN, f : A — B definida por f(z) = 222 + 3,

(¢) f:Z — 7 definida por f(z) = —3z>.
Determinar, en cada inciso, si f* es biyectiva.
E 5.17.16

Dibujar el diagrama de Hasse correspondiente a cada uno de los siguientes conjuntos orde-

nados:

(a) A =1{2,3,4,8,9,27,45,1215},
aRb si, y sélo si, a divide a b.
,,Cudl es el sucesor inmediato de 47

(b) A={1,2,3,57,11},
aRb si, y sélo si, a es miltiplo de b,

(c) A={{1}{5},{2,3},{1,3},{1,3,5},0},
XRY si,ysolosi, X DY,

(d) (P(A), Q) , siendo
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(i) [Al=0, (i) [A=1,
i) |A]=2, (iv) |A|l=3.
E 5.17.17

Para cada uno de los conjuntos ordenados del Ejercicio 5.17.16, hallar

(a) si existen, el primer elemento y el ultimo elemento,

(b) elementos maximales y elementos minimales.
E 5.17.18

Sea A = {a,b,c,d,e,v,w,z,y,z} y consideremos el orden sobre A definido por el siguiente

diagrama z

(a) hallar
(i) sup{b,c}, (i) sup{bw}, (iii) sup{e,z},
(v) infl{c,b}, (v) inf{d,z}, (vi) inf{c,e},
(vii) inf {a,v}.
(b) Hallar el subconjunto ordenado (B, <), siendo
(i) B={aed}, (i) B={awuyz}, (i) B=/{enuy,z}

E 5.17.19

Dados los conjuntos ordenados,
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(iii)

=

/g

(ﬁ

(a) indicar elementos maximales y elementos minimales,

(b) en los subconjuntos que se indican en cada diagrama hallar, si existen, cotas superiores,
cotas inferiores, supremo e infimo.

E 5.17.20

Sea (A, <) un c.o., y sean B C C' C A, B y C subconjuntos no vacios. Probar que si sup B
y sup C' existen y supC' € B, entonces sup B = sup C.

E 5.17.21
Sea A un c.o. y X C A. Probar que si existe:
(a) el infimo de X, éste es tnico,
(b) el supremo de X, éste es unico.

E 5.17.22
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Sea A un c.o.. Probar que:

(a) si A tiene primer elemento, éste es unico,
(b) si A tiene mas de un elemento minimal, entonces A no tiene primer elemento,

(c) si A es reticulo superior finito, entonces tiene dltimo elemento.
E 5.17.23

Sea (A, R) un c.o. finito y M(R) una matriz asociada a R. Observando dicha matriz,

determinar cémo se puede reconocer:

(a) un elemento minimal y un elemento maximal de A,

(b) la existencia del primer elemento y del dltimo elemento de A.
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6 Sistemas algebraicos

En este capitulo presentaremos las definiciones y los teoremas en forma general para ope-
raciones n—arias donde n es un entero no negativo, pero en este curso trabajaremos sélo con
n=0,n=1yn=2,ylas demostraciones las haremos solamente para los dos ultimos valores
de n. Todos los temas generales que veremos, pertenecen a la disciplina matematica conocida

con el nombre de dlgebra universal.

6.1 Operaciones n—arias

D 6.1.1 Sea A un conjunto no vacio, llamaremos operacion n—aria definida sobre A, n € IN,

a toda funcion f: A" — A. Diremos que n es la aridad de f y notaremos ar(f) = n.

Ejemplos
(i) +: R* — IR,
(x,y) — +(z,y) = = + y es una operacién 2—aria sobre IR.
(ii) p: R — IR,
r — p(z) = z* es una operacién 1—aria sobre IR.

Queremos extender la definicién anterior para n = 0; para ello debemos definir A°. Es
natural considerar A° como un conjunto con un solo elemento, esto es A° = {(}}. Llamaremos
operacién O—aria a cualquier f: A° — A.

Luego, tenemos f = {(0, f(0))} = {(0,a) : a € A, a fijo }, esto es, podemos interpretar a
una operacién 0—aria como un elemento fijo de A y esta ultima interpretacion es en realidad

la definicién de operacion O—aria.

D 6.1.2 Sea A un conjunto mo vacio, una operacion 0—aria definida sobre A es cualquier

elemento fijo de A.

6.2 Algebras

D 6.2.1 Un sistema algebraico, conjunto algebrizado o simplemente dlgebra es un par A =

(A, F), donde A+ 0 y F es un conjunto de operaciones finitarias sobre A.
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Ejemplos
(R, {+}), (R,{-}), (IR,{+,-,1}) son algebras.

D 6.2.2 Sea A= (A, F) un dlgebra. Llamaremos

(i) soporte del dlgebra al conjunto A. Cuando no haya lugar a confusién sobre F' represen-

taremos al dlgebra por su conjunto soporte y diremos sea A un dlgebra.

(ii) reducto de (A, F) a toda dlgebra B = (A, F') con F' C F.

Ejemplos
(i) R es el soporte de (IR, {+,-,1}).
(i) (R,{+})y (IR,{-}) son reductos de (IR, {+,-,1}).

Nota. En lo que sigue escribiremos (A, fi, fa, ... , fr) en lugar de (A, {f1, fo, ..., fx})-

Tipo de similaridad de un dlgebra

D 6.2.3 Sea (A, F) un dlgebra y F = {f1,..., fx} conar(fi) =na,...,ar(fr) = nk, entonces

diremos que (A, F') es un dlgebra de tipo de similaridad (nq, ... ,ny).

En general ny < ny < ... < ng.

Ejemplos
(i) (IR,+,-) es un &lgebra de tipo (2,2).
(ii) (IR,+,+,0,1) es un algebra de tipo (2,2,0,0).

D 6.2.4 Dos dlgebras (A, F) y (A", F') son similares si existe una biyeccion « : F — F' tal
que si ar(f) = n, entonces ar(a(f)) = n, para toda f € F.

Ejemplos
(i) (R,+) y (IR,-) son similares.
(ii) (M,(RR),+,-,0,I) y (IR,+,-,0,1) son similares.
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Clases de dlgebras

D 6.2.5 Una clase de dlgebras es una familia I de dlgebras similares.

Observaciones

(i) Cuando no haya lugar a confusién usaremos el mismo conjunto F' para todas las dlgebras

de la clase.

(ii) Cuando trabajemos en forma tedrica diremos sea K una clase de élgebras y A € K o

también, sea A una K—algebra.

Diversos ejemplos de clases de dlgebras

Los semigrupos (8)

D 6.2.6 Un dlgebra (A, x) de tipo 2 es un semigrupo si se verifica x* (y*z) = (z*y) * 2, para
todo x,y,z € A.

Representaremos con 8 a la clase de los semigrupos.

Ejemplos

(i) (IN,+) y (IN,-) son semigrupos.

(ii) (A,4) € 8, donde A ={0,1} y + esta definida por medio de la siguiente tabla:

D—‘O_|_
_ OO
—_ = =

Los semigrupos conmutativos (S¢)
D 6.2.7 (A ,x) € 8 es un semigrupo conmutativo si verifica x xy =y * x, para todo x,y € A.

Representaremos con 8¢ a la clase de los semigrupos conmutativos.

Los semigrupos con unidad (Sy)
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D 6.2.8 Un dlgebra (A, *,e) de tipo (2,0) es un semigrupo con unidad o monoide si se verifica:
(i) (4,%) €8,
(ii) exx =z *x e = x, para todo = € A.

Representaremos con 8¢ a la clase de los semigrupos con unidad.

Las bandas o semireticulos (St)

D 6.2.9 (A, %) € 8¢ es una banda si se verifica x x x = x, para todo x € A.

Los grupos (9G)
D 6.2.10 Un dlgebra (A, =, e) de tipo (2,1,0) es un grupo si:
(i) el reducto (A, x,e) € 8y,
(ii) se verifica x xx' = ' x x = e, para todo x € A.

Representaremos con G a la clase de los grupos.

Ejemplos
(i) (Z,+,—,0), (®,+,—,0) y (IR,+, —,0) son grupos.
(11) <Mn(IR)7 +a ) ©> € 9

(ii) Sea X un conjunto. Representaremos con B(X) al conjunto de todas las biyecciones de
X sobre X. Entonces Bx = (B(X),0,7'Ix) es un grupo llamado el grupo simétrico
sobre X.

Si X = {1,2,...,n} escribiremos B, en lugar de By y diremos que B, es el grupo

simétrico de orden n.
Los grupos abelianos (G,)

D 6.2.11 (A,*/,e) € G es un grupo abeliano o conmutativo si se verifica x xy = y * x, para

todo =,y € A.
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Ejemplos
(i) (Z,+,—,0), (R*,-,7' 1), con IR* = IR\ {0}, son grupos abelianos.
(ii) B, ¢ Ga pues, en general, fog # go f.
Los anillos (A)
D 6.2.12 Un dlgebra (A, +,-,—,0) de tipo (2,2,1,0) es un anillo si:
(i) (4,4,-,0) € Ga,
(i) (A,-) €8,
(ili) se verificanz-(y+2)=(z-y)+(z-2), (x+y)-z2=(z-2)+ (y-2), para todo x,y,z € A.
Ejemplos

<Z7 +a T 0>7 <Mn(IR)7 +7 T @>7 <@7 +7 T O> y <1Ra +a Ty T 0> son anillos.

Los anillos conmutativos (Ac)

D 6.2.13 Un dlgebra (A, +,-,—,0) de tipo (2,2,1,0) es un anillo conmutativo si:

<1> <A> Ty 0> € A;
(ii) se verifica x -y =y - x, para todo x,y € A.

Los anillos unitarios (Ay)

D 6.2.14 Un dlgebra (A, +,-,—,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es un anillo unitario si se verifican:

i) (A,+,,—,0)0 € A,
(i) (4,-,1) € 8p.
Los anillos sin divisores de cero (Ap)
,0) € A de tipo (2,2,1,0) es un anillo sin divisores de cero si

D 6.2.15 Un dlgebra (A, +, -, —

verifica:
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(P) la hipdtesis x -y =0 implica x =0 oy = 0.
Los anillos con division (Ap)

D 6.2.16 Un dlgebra (A, +,-,—,0,1) € Ay de tipo (2,2,1,0,0) es un anillo con division si
verifica:

(D) para cada x € A,x # 0, existey € A tal quex-y=y-x = 1.
Ejemplos
i) (Z,+,-,—,0,1), @,+,-,—,0,1), (IR,+,-,—,0,1) son anillos unitarios,
(i) (Myn(R), +,-,—,0,I) ¢ Av,
(ii) (Z,+,-,—,0,1) ¢ Ap, (R,+,-,—,0,1) € A,p.
Los cuerpos (C)

D 6.2.17 A€ Ap es un cuerpo si x -y =y -x, para todo x,y € A.

Ejemplos

<@> +7 Ty 07 1) ; <1R7 +7 T 07 1> y <@> +7 Ty 07 1) SOIl Cu€erpos.

A continuacién consideraremos una clase de algebras IC fija.

6.3 Subalgebras

D 6.3.1 Sean Ae K y S C A. Diremos que S es una subdlgebra de A, y lo notaremos S < A,
st se verifican:

(S0) S #0,
(S1) sia € A es una operacion 0—aria, entonces a € S,

(S2) sizy,...,x, €S y f es una operacion k—aria, entonces f(xq,... ,x;) € S.

Notas.

(i) Es usual decir que S es una subdlgebra de A si, y sélo si, S es un subconjunto no vacio

de A cerrado con respecto a todas las operaciones de A.

(ii) De la definicién resulta que A < A.
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Ejemplo

Sea (A, +,0) de tipo (2,0) donde A = {0,a,b,c} y + estd definida por medio de la siguiente
tabla:

+10 a b c
010 a b ¢
a la a ¢ c
b |b ¢ b c
clc ¢ b c

Entonces se verifican:
(a) S = {b,c} no es subdlgebra de A, pues 0 ¢ S,
(b) {0,a} < A.

Ejercicio

Sean A € ICy {S;}ic; una familia de subélgebras de A. Demostrar que si S = [ S; # 0,
icl
entonces S es una subdalgebra de A.

6.4 Subalgebra generada por una parte

D 6.4.1 Sean Aec K y X C A, X # (. Llamaremos subdlgebra generada por X en IC, y la
representaremos con [X]yc o [X], a la interseccion de todas las subdlgebras de A que contienen
a X.

Observemos que:

(i) la definicién de subdlgebra generada tiene sentido por que siempre existe una subélgebra

de A que contiene a X y la interseccion no vacia de subalgebras es una subalgebra.

(ii) [X] es la menor (en el sentido de la inclusién) de todas las subélgebras de A que contienen
a X.

Ejercicio

Sea Ae Ky X CA, X #(. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:
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(ii) B C A verifica las siguientes condiciones:

(a) X C B,
(b) B< A,
(c) las hipdtesis X C Sy S < A implican que B C S.

Ejemplo

Sean (A,x) € 8y X C A, X # (). Vamos a probar que
[X]g ={u € A: existen z1,...,7, € X tal que u =1 * ... * 73}

En efecto, sea
B={u€ A: existen zy,... ,x; € X tal que u =y *...*x,},

entonces

(a) X C B: pues tenemos x =z con z € X.
(b) B<A: sean
U =21 %...% Ty,
V=Y K.k Yy,
entonces
UXV=T1%...%¥Tp*yYp *...%y, € B.

(c) Sa<Ay X C S implican B C S:

(1) ue B, hipotesis]
(2) W= % .. kT, Tty n € X, (1) y def. de B]
(3) X C 8, [hip6tesis]
(4) z1,... 2, € S, [(2) ¥ (3)]
(5) S<A, [hipétesis]
(6) uesS. [(2),(4) y (5)]
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Sistemas de generadores

D 6.4.2 Sean A€ KK y G C A, diremos que G es un sistema de generadores de A si [G] = A.
Algebras finitamente generadas

D 6.4.3 Diremos que A € IC es finitamente generada (f.g.) si tiene un conjunto finito de

generadores.

D 6.4.4 Diremos que la clase IC es localmente finita si toda dlgebra de IC f.g. es finita.

6.5 Homomorfismos

D 6.5.1 Sean A, B € K. Una aplicacion h : A — B es un IC—homomorfismo, o simplemente

un homomorfismo, si se verifican:

(H1) sia € A es una operacion 0—aria, entonces h(a) = a,
(H2) si z1,...,2, € Ay f es una operacion k—aria, entonces
h(f(z1,...,2x)) = f(h(z1),... , h(zk)).
Indicaremos Homy(A, B) u Hom(A, B) al conjunto de todos los homomorfismos de A en

B.

Monomorfismos, epimorfismos, isomorfismos
D 6.5.2 Sean A,B € KK y h € Hom(A, B). Entonces h es:
(i) monomorfismo si h es inyectiva,
(ii) epimorfismo si h es epiyectiva,
(iii) isomorfismo si h es biyectiva.
Ademds si:

(iv) h es un isomorfismo, diremos que las dlgebras A y B son isomorfas y escribiremos A ~ B.
Dos dlgebras isomorfas tienen eractamente las mismas propiedades algebraicas y en los

casos necesarios podemos reemplazar una por otra.
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(v) A= B, diremos que h es endomorfismo y en lugar de Hom(A, A) escribiremos End(A).

(vi) h es un endomorfismo biyectivo, diremos que h es un automorfismo y representaremos

con Aut(A) al conjunto de todos los automorfismos de A.

Ejemplo

Sea (IR*,-), con IR* = IR\ {0}, el semigrupo multiplicativo y (4,0) € 8, donde A = {a, b}
y o esta definido por la tabla

ola b
alb a
a

La aplicacion h : IR* — A definida por

a, six <0
h(l‘): )
b, six>0

es un 8—epimorfismo.
Propiedades de los homomorfismos

T 6.5.1 Sean A,Be€ K yh € Hom(A,B). Si

(i) S< A, entonces h(S) < B.
(i) S"<B y h™}(S") # 0, entonces h™1(S") < A.

Dem. Esbozaremos la demostracion para el caso de las operaciones binarias ya que para las

restantes el razonamiento es analogo.

(i) Sean o',y € h(S) y * una operacion binaria,

(1) 2’ =h(s),s €S, [hipdtesis]
(2) ¥ =h(t), t €S, [hipétesis]
(3) o' *y' = h(s) * h(t) (1) y (2)]
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= h(sxt)
(4) s*xt e S,
' xy € h(9).
(ii) Se demuestra de manera andloga a (i).

Ejemplo

[h es homomorfismo]

[(1),(2) y S < A]

Sean A, B € 8, donde A = {a,b,c}, B = {m,n,p} y las operaciones estdn dadas por las

siguientes tablas:

*x|la b c *
Ta b c m
b b c n
clec ¢ ¢ P

3 3 3|3

s 3|3
™3 3|

m

Si h: A — B es la aplicacién que transforma S; = {b,c} en Sy = {n,p}, entonces por

(i) h no es un 8—homomorfismo pues S; <Ay Sy AB.

T 6.5.2 Si A, B, he Hom(A,B) y X C A, entonces h([X]) = [h(X)].

Dem. Sea C' = h([X]), entonces:
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(3) h € Hom(A, B), [hipétesis]
(4) h([X]) < B. ((2),(3) y T 6.5.1]

(i) Si S<By h(X) C S, entonces C C S:

(1) h(X)C S, [hipétesis]
(2) X ChY(S), [(1) y def. imagen completa inversa]
(3) S<B, lhip6tesis]
(4) A1(S) a4, [(3) y T 6.5.1]
(5) [X] C h Y(S), [(2),(4) y def. subdlgebra generadal
(6) A([X]) CS. [(5) y def. de imagen

completa inversa]
De (i), (ii) y (iii) resulta h([X]) = C = [A(X)]. |

T 6.5.3 Sean A,B € I, G un sistema de generadores de A y f : G — B wuna funcion
arbitraria. Entonces existe a lo sumo un homomorfismo h : A — B tal que h(g) = f(g), para
todo g € G.

Dem. Supongamos que h, h; : A — B son homomorfismos tales que

(1) h(g) = f(g) = hi(g), para todo g € G,

y probemos que h = h;.
Sea S ={xz € A: h(z) = hy(z)}, entonces

(i) GC 5, [(D)]
(il)) S<A:

sean x,y € S y * una operacién binaria

(2) h(z) = hi(z), [hipdtesis]
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(4) h(z) = h(y) = ha(z) * ha(y),
(5) h(z *y) = (z*+y)

(6) zxy € S.

De (i) y (ii) tenemos que [G] C S y como A =

[hipétesis]

[(2) y 3)]

[(4) y h, h; homomorfismos]

[G], resulta A = S. |

Por el teorema anterior tenemos que si f puede extenderse a un homomorfismo h, él es

Unico, pero puede suceder que tal extensién no e

Ejemplo

Sean (A, +), (B, +) € 8¢ donde A = {a,b,c}

por medio de las siguientes tablas:

+la b c

+
ala b ¢

0
b |lb ¢ a

1
c|lec a b

xista.

, B=1{0,1} y las operaciones estan definidas

—_= OO
S R |-

Sea G = {b, c} un sistema de generadores de Ay f: G — B definida por f(b) = f(c) = 1.

Verifiquemos que no existe ningiin homomorfi

si existiera tal homomorfismo tendriamos
h(c+ c¢) = h(c) + h(c),

pero

L,

hc+ c) = h(b)

h(c) +h(c)=1+1=0,
luego,
h(c+ c) # h(c) + h(c).
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6.6 Congruencias y algebras cociente

D 6.6.1 Sea A € K. R € EQ(A) es una K-congruencia, o simplemente una congruencia
sobre A, si R es compatible con todas las operaciones n—arias, n > 0 definidas sobre A. FEsto

es, st se verifica:

(Ck) las hipdtesis f operacion k—aria sobre A y xRy, ...

,yk))-

, o Ry implican

f((@1s o ze)) R (v -

Indicaremos con Congc(A) o Con(A), al conjunto de todas las congruencias de A.

Relacion nicleo

T 6.6.1 Sean A,B € IC, h € Hom(A,B) y Ry la relacién de equivalencia asociada a h,
entonces Ry, € Con(A).

Dem. Verificaremos la condicién (Ck) de D6.6.1 para k = 1, 2.

(C1) Sea * una operacién unaria, entonces

(1) thya

(3) *h(x) = *h(y),
(4) h(xx) = h(xy),

(5) *x Ry *y.

(C2) Sea o una operacién binaria, entonces

(1) thya

(2) (L"Rhy/,

[hipétesis|
(1) y def. Ry

[(2)]

[(3) y h homomorfismo)

[(4) y def. Rh]

[hipétesis]
[hipdtesis]
(1) y def. Rp]

(2) y def. Ry]
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(5) h(z) o h(z') = h(y) o h(y), [(3) v (4)]
(6) h(zoa')=h(yoy), [(5) y h homomorfismo)]
(7) (oa)Ru(yoy). [(6) y def. R,] W

D 6.6.2 Sean (A, F),(B,F) € K y h € Hom(A, B). Llamaremos relacién nicleo de h a la

relacion de equivalencia Ry asociada a h.

En lo que sigue si h € Hom(A, B), denotaremos con N(h) a R,.

Algebras cociente

T 6.6.2 Sean (A,F) € K y R € Con(A). Para cada operacion k-aria f € F y cada
(C1,...,Ck) € (A/R)*, definimos:

f*((Ch,y...,Ck)) =C, donde C = (f((z1,...,2%)))r, conzy € Cy,...,x) € Ck.

Si F* = {f*: f € F}, entonces se verifica que (A/R,F*) es un dlgebra del mismo tipo de

similaridad que A.

Dem. Es claro que de acuerdo a la forma en que han sido definidas las operaciones en A/R,
solamente debemos verificar que las mismas son independientes de los representantes elegidos
en cada clase.

Haremos la demostracion para el caso de las operaciones binarias.

Sean C1,Cy € A/R, x1,75 € C4, y1,y2 € Cy y supongamos que C' = (x10y)g y C' =

(22 0 Y2) R, entonces probemos que C' = C".

En efecto,
(1) 21 Ry, [hipétesis]
(2) y1Rys, (hipétesis]
(3) (z10oy1)R(z2092), [(1),(2) y R congruencia]
(4) (z10y1)r = (T2 0y2)R, [(3)]
(5) C =C". -
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Nota. En lo que sigue también representaremos con F' al conjunto F*, es decir usaremos en

Ay A/R los mismos simbolos de operaciones.

Después del resultado anterior podemos introducir la siguiente definicion:
D 6.6.3 Diremos que (A/R, F) es el dlgebra cociente de A por la relacion R.

Nota. Es facil ver que la aplicacién canénica ¢ : A — A/R es un homomorfismo llamado el

epimorfismo candnico o natural.

T 6.6.3 (Teorema del tridngulo para &lgebras) Si (A, F), (B,F) € K y h € Hom(A, B),
entonces existe un vnico homomorfismo h : (A/N(h), F) — (B, F) tal que hoq = h. Ademds

(i) h es inyectiva,
(i) h es sobre si, y sélo si, h lo es.

Dem. Sabemos que existe una tinica funcién h : A/N(h) — B tal que h o ¢ = h, que verifica
las condiciones (i) y (ii).
Probemos que h € Hom(A/N(h), B).

Sean zg, yr € A/N(h) y * € F una operacién binaria, entonces:
h(zgr *yr) = h((z *y)r)
M(a(z * y))

(hog)(z*xy)

= h(z *y)

= h(z) * h(y) [h € Hom(A, B)]
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6.7 Algebras libres

Algebras absolutamente libres

D 6.7.1 Sea (L, F) un dlgebra y sea X C L. Diremos que L es absolutamente libre si se

verifican las siguientes condiciones:
(A1) [X]=1L,
(A2) si (A, F) es un dlgebra similar y f : X — A es una funcidn arbitraria, entonces existe

un homomorfismo h : L — A que extiende a f.

En este caso diremos que X es un conjunto de generadores libres para L y notaremos
L= L(X).
Observemos que de T 6.5.3 resulta que el homomorfismo h de la condicién (A2) de

D 6.7.1 es tnico.

T 6.7.1 Sean (L(X),F) y (L(X'), F) dos dlgebras libres similares que tienen a X y X' como
conjunto de generadores libres, respectivamente. Si | X| = |X'|, entonces existe un isomorfismo
h:L(X)— L(X").

Dem. Sea
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(1) a: X — X’ biyectiva,
entonces existen

(2) B=at: X — X,
(3) h:L(X) — L(X') homomorfismo que prolonga a «,
(4) W' : L(X') — L(X) homomorfismo que prolonga a (3,
(5) f=Woh:L(X)— L(X) es un homomorfismo.

Ahora probaremos que:
(i) W oh = I

Sea B={z¢€ L(X): f(z) = z}, entonces

(7) B<L(X): Si * es una operacién binaria y z1, 22 € B,

z1 % 29 = f(21) * f(22)
= f(z1 * 29).

(8) B = L(X).
(ii) hoh' = I (xn: se prueba de manera analoga a (i).

(iii) h es un isomorfismo: es consecuencia directa de (i) y (ii).

[hipétesis]

[(1)]

(1), D 6.7.1 (A2)]

(1), D 6.7.1 (A2)]

[(3), (4)]

T 6.7.2 Sea (L, F) un dlgebra absolutamente libre tal que X y X' son conjunto de generadores

libres. Entonces se verifica | X| = | X'|.
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Dem. Supongamos que

(1) |1X| < |X'|, [hipétesis]
entonces
(2) existe f: X —s X' inyectiva, [(1)]
(3) f(X)C X, [(2)]
(4) [f(X)] es libre con f(X) como conjunto de generadores libres, [(2), Ejercicio 6.9.17]
(5) [f(X)] =L, [(2), Ejercicio 6.9.17]
(6) existe 2/ € X'\ f(X), [(1),(2)]
(7) f(X) C X"\ {a2'}, [(2),(6)]
8) [F(X)] € X"\ {='}], [(7)]
(9) LS [X"\{2'}], [(5),(8)]
(10) [X'\ {='}] C L, [hip., Ejercicio 6.9.15]

(9) v (10) se contradicen.

En forma andloga se prueba que la hipétesis |X’| < |X| conduce a una contradiccién.
Entonces vale | X'| = | X]. |
Notas.

(i) De T 6.7.1 resulta la unicidad del &lgebra libre L que tiene a X como conjunto de ge-
neradores libres, en el sentido de que cualquier otra algebra que tenga un conjunto de

generadores libres con el cardinal de X, es isomorfa a L.

(ii) De T 6.7.2 resulta que algebra libre L puede tener mas de un conjunto de generadores
libres, pero todos ellos tienen el mismo cardinal. En particular si L = L(X) y |X| = n,

entonces cualquier otro conjunto de generadores libres tiene n elementos.
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Una construccion del dlgebra absolutamente libre

Ahora consideraremos ciertas dlgebras cuyos conjuntos soportes se construyen por medio de
las reglas indicadas para construir al conjunto For[X] de las formas polinomiales estudiados

en la seccién 1.2 del capitulo 1.

Entonces, sea X un conjunto no vacio y F' un conjunto de simbolos de operaciones finitarias.
Con For[X] designaremos al conjunto cuyos elementos llamaremos formas polinomiales (f.p.),

que se construyen por medio de las siguientes reglas:
(R1) X C For[X],
(R2) sia € F es un simbolo de operacién O-aria, entonces a € For[X],

(R3) sip1,...,px € For[X] y f € F es un simbolo de operacién k—aria con k > 1, entonces
f((pr,--. spw)) € For[X],

(R4) (de cierre) Las tnicas f.p. son las determinadas por R1, R2 y R3.

Ahora algebrizaremos a For[X] tomando como operaciones sobre este conjunto al propio

F', es decir:

(i) Elegimos como operaciones O-arias de For[X] a los simbolos de operaciones O-arias de

F'. Esto es posible, pues por R1, estos objetos estdn en For[X].

(ii) Si f € F es un simbolo de operacién k—aria, entonces podemos considerar la correspon-

dencia (p1,...,px) — f((p1,--- ,pk)), y por R3 tenemos que

f: For[X]" — For|X] es una operacién k—aria sobre For|[X].

Entonces se puede probar que la F—dlgebra (For[X], F') es absolutamente libre y tiene a X

como conjunto de generadores libres.

Algebras relativamente libres

Existe una nociéon mas restringida que la de algebra absolutamente libre.

D 6.7.2 Sea IC una clase de dlgebras, (L, F) € K y X C L. Diremos que L es relativamente

libre (relativa a IC) si se verifican:
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(L1) [X]gc = L,
(L2) si Ae Ky f: X — A esuna funcidn arbitraria, entonces eziste un IK—homomorfismo

h: L — A que prolonga a f.

6.8 El semigrupo libre

Ahora veremos un ejemplo muy importante de algebra relativamente libre.

Sea X # (), llamaremos palabra a toda sucesion finita y no vacia de elementos de X. Esto

es si xz,y,z € X, entonces p; = x, po = xx, p3 = TxTYZ, pg = 22yYy son palabras.

Sea S(X) el conjunto de todas las palabras construibles sobre X. En S(X) vamos a definir

una operacion binaria llamada operacién de concatenacion del siguiente modo:

dadas
D= 1T1To...Tm, T1,T2,... ,Tym € X,
=192 Y Y1, Y2, Yk € X,
entonces
D q=T1To...T¥Y1Y2 - - - Yg-
Luego
(i) (S(X),) es un semigrupo.
En efecto, sean
P=T1... Ty q=Y1.. .Y, T =21...25 € S(X),
entonces
p-q)-r=(T1.. . Tou¥Y1---Yg) T
=21 TpY1 .- YkZ1 - Zs
=21 Ty (Y1 Y21 .- 2s)
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=p-(q-7).

(ii) X es un conjunto de generadores libres de S(X).

(a) X C S(X):

Si z € X, p =z es una palabra, entonces X C S(X).

Seap=umx...x, € S(X), z1,... ,2, € X,

entonces
X1 Ty T3+ ... Ty = T1To...Tn, [verificarlo]
T1-Ty- 23 ... T, € [X]g, [verificarlo]
luego

p=T12273. .. 1, € [X]g.
(d) [X]g = S(X):
Es consecuencia de (b) y (c).

(e) Sea (A,x) € 8y f : X — A una funcién arbitraria. Para cada p € S(X),

P =1T1Ty...T,, CON T1,To,...,T, € X sea

h(p) = f(z1) * f(z2) * ... * f(z).
La aplicacién h : S(X) — A, asi definida es un homomorfismo. En efecto, si
p,q € S(X),

P=1XT1Ty...Tp, T1,T2,...,Tn € X,

q9=Y2--Ym, Y1,%2,-- ,Ym € X,

entonces

h(p-q) = h(x12e. .. Tp¥1Y2 - - - Ym)
= fxy) *...x fx) * f(y1) * ... % [(Ym)
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= h(p) * h(q)-
Ademas, si
p==x,conz € X,
vale
h(z) = f(x), [def. de h]

y por lo tanto h prolonga a f. [ |

6.9 Ejercicios

E 6.9.1

Determinar si las siguientes aplicaciones definen una operacion n-aria sobre A. En caso afir-

mativo, indicar su aridad.
(i) A=NN, f((z,y)) = (z+y)*

(i) A=Q", f((z,y) =vr+y (YsiA=R",

(il) A=1{1,2,3}, f(z)=3. ;Y si A={1,2}7,

(iv) A = Antisim(X), f((R1,R2)) = R1U Ry,

(v) A= Mos(R), f(X,Y,2)=(2X +Y)-Z.;Y si A= My(IR)?,

(e"+t,z) siz<0

(vi) A= f((z,y),(21) = :

(y,logz) siz >0

E 6.9.2

Determinar si las siguientes dlgebras de tipo 2 son semigrupos o semigrupos conmutativos.

i Pueden ser transformados en semigrupos con unidad?. ;Y en grupos?

(i) (A,0), donde A ={a,b} y o estd dada por la tabla

ola b
ala a
blb b
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(ii)) (IRso,*), donde z*xy = g,
(iii) (P(S),*), donde S #0 y = esla interseccién de conjuntos,
(iv) (INU{0}, %), donde zxy =max{z,y},
(v) (Z" x Z,0), donde Z"=7Z— {0}, (z,y)o(2,t)=(x-2,y+1),
(vi) (INU{0},0), donde xoy =min{z,y},
(vii) (R* x IR,0), donde IR*=1IR—{0}, (a,b)o(c,d)=(a-c,a-d+Db),
(viii) (A,-), donde A={z: x=2", ne Z} y - es el producto habitual.
E 6.9.3
Sean (M, x,e) € Sy, (G,x/,e)eG y (A, +,-,—,0) € A. Probar que
(i) si e; € M verifica z*e; =e; *xx =2z, paratodo x € M, entonces e = ey,
(ii) para todo z,y, z € G,

a) siexiste w € G que verifica w*x = x *w = e, entonces w = 2/,

b) sizxz=1yx*z, entonces z =1y (ley de cancelacién a derecha),

(c

(
(
(d

)

)

) sizxx =zx*y, entonces =y (ley de cancelacién a izquierda),
)

)

(e (l’*y) _y/*mlu

(iii) si a, b € A, entonces

E 6.9.4
(i) Sea (Z*, +,(0,0,0)) € Sy. Determinar si T <, Z°, donde
(a) T ={(z,y,2) € Z*: x +y =0},
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) T ={(z,y,2) € Z*:2=0, z=1}.
(ii) Dado el grupo simétrico Bs, averiguar si T <ig B3, donde

2},
1}.

(iii) Dado el anillo IR de los nimeros reales, determinar si T <14 IR, donde

(a) T={feBs: f(1)
(b) T =A{f€Bs: f(1)

(a) T={z€R:z=q+¢V2, ¢, ¢},

(b)T:{l’EIR:l’:%,mEZ}.

E 6.9.5

Sea Z el grupo conmutativo de los enteros. Probar que
(i)si neINy n-Z={x€Z:x=nzparaalginz € Z}, entonces n - Z <1 ZZ,
(ii)) si S<Z y S # {0}, entonces existe ny € IN tal que S =ng-Z.

E 6.9.6
(i) Dado el semigrupo (Z,-) y X C Z, hallar [X]s, donde

(a) X ={1},
(b) X = {-1,2}.

(ii) Dado el grupo simétrico B3 y X C Bs, hallar [X]|g, donde
(a) X ={f€Bs: f(3) =3},

<b>X={(; e

12 3 12 3
<C)X:{<2 3 1)’(2 | 3>}'

Determinar, en cada caso, si X es un sistema de generadores.

E 6.9.7
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Sean (A,*,p) € Sy v (B,o,d) € Sy, donde A = {m,n,p}, B={a,b,c,d} y %, oestan dadas

por las tablas

ola b ¢ d
x|m n p

ala a a a
m | m

bla b a b
nlm n n

cla a ¢ c
p|lm

dla b ¢ d

Determinar en cada caso, si h € Homg,, (A, B), siendo

E 6.9.8

Determinar en cada caso, si
(i) h € Homgs(A, B), siendo
(a) A=B = (My(IR),) y h(X) = X" ;Y si A= B = (M(IR), +)?,

(b) A:<Z>+>7B:<Zv'> y

1 sixespar
h(l’) = )

—1 six esimpar

(ii) h € Homg, (A, B), siendo A = (Z,+,0) , B = (Z,-,1) y h definida como en el ejercicio
5.9.8 (i) (b).

(iii) h € Homg(A, B) , siendo

(a) A= (Rso,-,"1,1), B={(IR,+,—,0) vy h(x) = logs(x),
(b) A=B=(R,+,—,0) y h(z)=1"

Clasificar los homomorfismos hallados en monomorfismos, epimorfismos, isomorfismos, en-

domorfismos y automorfismos.

E 6.9.9
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Sean G1,Go € G. Probar que si f : Gy — Gy verifica f(z -y) = f(z) - f(y), entonces
f S HOmg(Gl,G2>.

E 6.9.10
Sean (A, *,s), (B,o,r) €Sy y he€ Homs,(A,B).
(i) Determinar si X = {z € A: h(x) =1} <5, A.
(iii) Sea c € A tal que c#c=s. Determinar si h({c,s}) <s, B.
E 6.9.11

(i) Sean (G,*,’,e) € Gy R € EQ(G). Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R € Cong(G),

(b) R es compatible con .

(ii) Sea (A,+,-, —,0) € Ay R € EQ(A). Probar que las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(a) R e Cony(A),

(b) R es compatible con + y -.
E 6.9.12

Sea (Z,+,—,0) € G,. Dado n € IN fijo, sea =, la relacién definida sobre Z del siguiente

modo:
x =, y si, y sblo si, existe k € Z tal que z + (—y) = nk.
Nota: La relacién definida anteriormente se denomina congruencia médulo 7.
(i) Probar que =,€ Cong, (Z).
(ii) Calcular los grupos (Zs,+,—,0) v (Zs,+,—,0).
E 6.9.13
(i) Sea (Z,+,-,—,0) € Ac y n € IN fijo. Probar que =,€ Con.(Z).
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(ii) Calcular los anillos (Zs,+,-,—,0) v (Zy,+,-,—,0).
E 6.9.14

Sea L un &lgebra absolutamente libre (relativamente libre) que tiene a X como conjunto de
generadores libres. Probar que si Y C X, entonces Ly = [Y] es un algebra absolutamente libre

(relativamente libre) que tiene a Y como conjunto de generadores libres.
E 6.9.15

Sea L un &lgebra absolutamente libre (relativamente libre) que tiene a X como conjunto de

generadores libres. Probar que [X \ {z}| # L para todo z € X.

E 6.9.16

Verificar que existe un algebra A tal que:

(ii)) A # [X \ {z}] para todo x € X,
y A no es libre.
E 6.9.17

Sea L un &lgebra absolutamente libre (relativamente libre) que tiene a X y a Y como conjuntos
de generadores libres. Probar que para toda f : X — Y se verifica que [f(X)] es el dlgebra
absolutamente libre (relativamente libre) que tiene a f(X) como conjunto de generadores libres.

Ademss si f es inyectiva, entonces [f(X)] = L.
E 6.9.18

Indicar un ejemplo de un algebra L relativamente libre que tiene a X como conjunto de ge-
neradores libres y tal que existen Y C L, f : X — Y inyectiva y sin embargo [f(X)] no es
relativamente libre.

Este ejemplo muestra que la hipdtesis de que Y es un conjunto de generadores libres del

ejercicio 6.9.17 no se puede eliminar.
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7 Reticulos distributivos y dlgebras de Boole

7.1 La clase R de los reticulos

D 7.1.1 Un dlgebra (A, +,-) de tipo (2,2) es un reticulo si para todo x,y,z € A se verifican:
(Rl) 2+ (y+2) = (z+y) + 2,
(R2) 2 +y=y+z,
(R3) z+2 ==z,
(R4) z-(y-2)=(z-y)- 2,
(R5) z-y=vy-x,
(R6) z-x ==,
(R7) z+(z-y) ==,
(R8) z-(x +y) ==
Representaremos con R a la clase de los reticulos.

T 7.1.1 Sea (A,x*) una banda. La relacion <, definida por v <,y si, y sdlo si, zxy = x, es

una relacion de orden sobre A.
Dem.
(01) z <, z, para todo = € A:

x xx = x, para todo = € A. [A es banda]

(02) z <, vy, y <, x implican = = y:

(1) =z xy, [por la hipdétesis|
(2) y=y=*uz, [por la hipdtesis|
(3) zxy=yx*u, [prop. conmutatival
(4) o=y (1),2),(3)]
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(03) z <,y ey <,z implican z <, z:

(3) z=1zx*(yx2),
=(xxy)*z

T *x Z.

[por la hipdtesis]
[por la hipétesis]

[(1),(2)]

(1),(2)] =

Nota. Si (4,+,:) € R, entonces sobre A podemos definir dos érdenes inducidos por las

operaciones + y - respectivamente. Obtenemos asi dos estructuras ordenadas:

(i) (A, <y),donde z <,y z=x+y,
(11) <A, S), dOIlde x S y S r=x- y.

T 7.1.2 Sea (A, +,-) € R entonces <P=<,.

Dem.
(i) <PC<y
(1) (z,y) € <P, [hipétesis]
(2) (y,z) e<, [(1) y def. de opuestal
(3) y=z-y, [(2) y def. de <]
4) z+y=z+(z-y) [(3) sumando = a ambos miembros |
=2 [R7]

La demostracion es andloga a (i) y queda propuesta como ejercicio.

De (i) y (ii) resulta <?=<,.

[(4) y def. de <4].

De lo expuesto todo reticulo es un conjunto ordenado, por lo tanto la teoria de los reticulos

puede ubicarse dentro de la teoria de las estructuras ordenadas.

De ahora en adelante dado un reticulo consideraremos unicamente el orden <.—= S‘f y para

abreviar escribiremos < en lugar de <., es decir
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r<ysr=z-y&Srt+y=y.

T 7.1.3 Sea (A,+,-) € R. Entonces (A, <) es un conjunto ordenado reticulo donde para todo

a,b € A se verifican:
(i) inf {a,b} =a-b,
(ii) sup {a,b} =a+b.
Dem.

(i) Debemos probar que

(a) a-b<a:
(1) (a-b)-a=a-(a-b) R5]
=(a-a)-b [R4]
=a-b. [R]

(b) a-b<b:

Es andloga a la de (a).

(c) Size€ Aestal que 2 <ayz<bentonces z < a-b:

(1) z=2z-a, [por la hipotesis|
(2) z=2z-b, [por la hipotesis|
(3) z-(a-b)=(z-a)-b [R4]

=z-b [(1)]

De (a) y (b) resulta que a - b es cota inferior de {a, b} y de (c) resulta que es la mayor de

las cotas inferiores, luego (i) queda demostrado.

(ii) La demostracién queda propuesta como ejercicio. [ |
También se verifica el teorema reciproco.
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T 7.1.4 Sea (A, <) un conjunto ordenado reticulo. Si para todo x,y € A definimos:
(i) z+y = sup {z,y},
(ii) z-y =inf {z,y},
entonces (A, +,-) € R.
Dem. Ejercicio. |

Ejemplos

(i) Consideremos el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse es el siguiente

(A, <) es un conjunto ordenado reticulo, luego por T 7.1.4 resulta que (A, +,-) € R donde
+ y - estan dadas por las tablas

+10 a b ¢ 1 0 a b ¢ 1
0/0 a b ¢ 1 0j0 0 0 0 O
ala a b c 1 a|l0 a a a a
b0 b b 1 1 b0 a b a b
clec ¢ 1 ¢ 1 c|l0 a a c ¢
11 1 1 1 1 110 a b ¢ 1

(ii) Sea (A,+,-) € R, donde A = {a, b} y las operaciones estan dadas por las tablas

+la b a b
ala b ala a
bbb b bla b
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Entonces por T 7.1.1,

<= {(aaa)v (a’b)v (b’ b)}

y (A, <) tiene el siguiente diagrama:

La clase Ry,1 de los reticulos con primer y ultimo elemento

D 7.1.2 Un dlgebra (A, +,-,0,1) de tipo (2,2,0,0) es un (0,1)-reticulo si verifica:
(i) (A,+,-) € R,
(ii) para todo x € A, valen:
(R9) z-0 =0,
(R10) z+1=1.

Representaremos con Rp ;1 a la clase de los (0, 1)-reticulos.

Ya hemos visto que las nociones de conjunto ordenado reticulo y reticulo son equivalentes.

Luego si A es un reticulo finito, entonces A € Rq 1.

7.2 La clase D de los reticulos distributivos
D 7.2.1 (A, +,) € R es distributivo si para todo x,y,z € A se verifica:
D) z-(y+2)=(z-y)+(z-2).

Representaremos con D a la clase de los reticulos distributivos.
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Ejemplos

(i) Sea X # (0 un conjunto arbitrario y P(X) el conjunto de las partes de X, entonces
(P(X),U,n) € D.

(ii) Sea A ={0,a,1} el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

Entonces, se puede verificar que (4, +,-) es un reticulo distributivo.

(i) Sea A = {0,a,b,c, 1} el conjunto ordenado cuyo diagrama es el siguiente:

Entonces (A, +, ) es un reticulo pero no es distributivo. En efecto:
c-(a+b)=c-1=c¢,
(c-a)+(c-b)=a+0=a.

Luego c¢- (a+0b) # (c-a) + (c-b).

Dado un reticulo verificar, por medio de tablas, si es 0 no distributivo es un proceso com-
putacionalmente largo.
Nosotros vamos a indicar para los reticulos finitos un método simple para determinar si se

cumple o no la ley distributiva.
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7.3 Elementos irreducibles, primos y atomos

D 7.3.1 Sea (A,+,-,0,1) € Ro1 ya € A. Diremos que

(i) a es irreducible si:

(I1) a #0,

(I12) la hipdtesis a = x + vy, implicaa =z ¢ a=y.
(ii) a es primo si:

(P1) a #0,

(P2) la hipdtesis a < x +y, implica a < x ¢ a <y.
(iii) a es dtomo si:

(A1) a #0,

(A2) las hipdtesisb e A y 0 <b < a implicanb=0 o b=a.

Con Ir(A), Pr(A) y II(A) indicaremos al conjunto de los elementos irreducibles, primos y
atomos de A respectivamente.

A continuaciéon vamos a indicar métodos para determinar elementos irreducibles y primos

de (A, +,-,0,1) € Ro1
Método para determinar los elementos irreducibles
Dadoa € A, a #0:

(1) considerar el conjunto L;(a) = {z € A: z < a},
(2) determinar si L;(a) tiene tltimo elemento,

(3) si el paso (2) es afirmativo, a es irreducible.

Ejemplo

Sea (A, +,-,0,1) € Rp,1, cuyo diagrama se indica a continuacién
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0

L;(a) = {0}, su diagrama de Hasse es

Luego, a es irreducible.
L;(b) = {0}, es analogo al caso anterior. Luego, b es irreducible.

Li(c) = {0,a}, su diagrama es

Luego, c es irreducible.

L;(1) ={0,a,b,c}, su diagrama es

Entonces 1 no es irreducible.
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Por lo tanto Ir(A) = {a,b,c}.

Método para determinar los elementos primos

Dadoa € A, a #0:

(1) considerar el conjunto Ts(a) = {z € A:a <z},
(2) calcular A\ Ti(a),
(3) determinar si A\ Ts(a) tiene dltimo elemento,

(4) si el paso (3) es afirmativo, a es primo.

Ejemplo

Sea (A, +,-,0,1) € Ro,1, cuyo diagrama se indica a continuacién

Ti(a) = {a,c,1}, A\ Ts(a) = {0,b} y su diagrama es

Por lo tanto a es primo.
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Ts(b) = {b,1}, A\ T5(b) = {0, a,c} y su diagrama es

Luego, b es primo.
Ts(c) ={c, 1}, A\ Ts(c) = {0,a,b} y su diagrama es

Entonces, ¢ no es primo.

To(1) = {1}, A\ Ts(1) = {0, a,b,c} y su diagrama es

Luego, 1 no es primo.

Entonces Pr(A) = {a,b}.
T 7.3.1 Si (A, +,-,0,1) € Ro,1 es, entonces Pr(A) C Ir(A).
Dem. Sea
(1) a € Pr(A), [hipétesis]
entonces
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(I1) a # 0. [(1)]

(I2) Supongamos que

(2) a==z+y,

(3) z <a, [(2), a = sup{z, y}]
(4) y <a, [(2), a = sup{z, y}]
(5) a<z+y, [(2)]
6) a<z 0 a<y, [(5),(1)]
(7 a=z0a=y. [(3),(4),(6)] =

La otra inclusion sélo vale para reticulos distributivos, mas precisamente se verifica:

T 7.3.2 Sea (A, +,-,0,1) € Ro 1 finito. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A€ Dog,
(ii) Pr(A) = Ir(A).

El resultado anterior, aunque no lo vamos a demostrar, muestra la importancia de los
elementos irreducibles y primos en los reticulos finitos y proporciona un método mas rapido

para saber si un reticulo finito es distributivo o no.

7.4 La clase B de las algebras de Boole

Flementos booleanos

D 7.4.1 Sea A€ Rop,1 ya < A. Diremos que:
(i) b € A es un complemento de a si se verifican:

a+b=1,
a-b=0.

(ii) a es booleano si tiene complemento.
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Representaremos con B(A) al conjunto de los elementos booleanos de A.

Ejemplos
(i) x | complemento de x ;
0 1 A
. < >
J “ b
1 0 papc1d
0

B(A) = {0,a,d, 1}.

(ii) x | complemento de x
0 1 D :
a b
b a @ b
1 0
0
B(D)=D
(iii) x | complemento de x
0 1
a c ¢ .
b c A -
c a,b
1 0 ¢
0
B(C)=C.

T 7.4.1 SiAe Doy y ac A es booleano, entonces a tiene un unico complemento.

Dem. Sean by, by € A tales que
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(1) by,by son complementos de a, [hipétesis]

entonces
(2) b1+a: 1 :b2+a,
by-a=0=b-a, [(1)]

(3) by = bo. [(2) y ley del corte|H

En lo que sigue si A € Dy 1 y a € A es booleano, denotaremos con a’ 0 —a al complemento

de a.
D 7.4.2 Sea A€ Dyy. Si B(A) = A, diremos que A es un reticulo booleano.

Es claro que la familia de los reticulos booleanos constituyen una subclase de Dy 1, donde
las algebras de esta subclase no estan definidas por axiomas que son igualdades. Sin embargo,
existen ciertas algebras, llamadas algebras de Boole, que son definibles por igualdades y que

son equivalentes a los reticulos booleanos.
D 7.4.3 Un dlgebra (A,+,-/,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es un dlgebra de Boole si:
(i) el reducto (A, +,-,0,1) € Do 1,
(ii) para todo x € A, se verifican
(B1) z-2' =0,
(B2) z+2' =1.

Representaremos con B a la clase de las algebras de Boole.
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Ejemplos

(i) Sea X un conjunto no vacio. Sabemos que (P(X),U,N,0, X) € Dyg;. Para cada A €
P(X), sea C(A) el complemento de A en X. Entonces se verifican:

(1) Anc(4) =0,
(2) AUC(A)

X.

Luego (P(X),U,N,C,0, X) € B. Esta dlgebra se denomina dlgebra de Boole de conjuntos.

Este ejemplo es muy importante pues se puede demostrar que toda algebra de Boole finita

es isomorfa a un algebra de Boole de conjuntos.

(ii) Sea B el reticulo distributivo indicado en la figura

entonces 0’ =1y 1’ =0. Luego B € B y la denotaremos B;.

Ahora probaremos que en el algebra (P(X),U,N,C, 0, X) lo tnico relevante es la cardinali-

dad de X y no la naturaleza de sus elementos. Mas precisamente,

T 7.4.2 Sean X e Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y wuna biyeccion. FEntonces
(P(X),U,n,C,0,X) y (P(Y),u,n,C,0,Y) son dlgebras isomorfas.

Dem. Consideremos F* : P(Y) — P(X) definida por F*(A) = f~(A), para cada A € P(Y)

Yy veamos que

(i) F* es inyectiva: Sean A, B € P(Y) y supongamos que

(1) F*(A) = F*(B), [hip. ]
(2) F7H(A) = f7(B), [(1)]
(3) F(f7H(A) = f(F7(B)), [(2)]
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(4) A= B. [(3), f sobreyectival

(ii) F™* es sobreyectiva: Sea

(1) C e P(X), [hip.]
(2) f(C) eP(Y), [(1)]
(3) C=f(f(O)), [f inyectival
(4) C = F*(D) con D = f(C) € P(Y). [(3), (2)]

(iii) F* es homomorfismo: Es consecuencia inmediata de las propiedades de F™* vistas en el
Capitulo 2. ]

Congruencias booleanas

En esta seccién describiremos el conjunto de las congruencias booleanas de un algebra A

por medio de la familia de los filtros de A.

D 7.4.4 Sea A € B. Diremos que F C A es un filtro de A si verifica las siguientes condiciones:
(F1) 1 e F,

(F2) si z,y € F, entonces x -y € F,

(F3) si t € F y x <y, entoncesy € F.

Representaremos con F(A) a la familia de todos los filtros de A. Observemos que para toda
A € B se verifica que F(A) # O, ya que {1}, A € F(A).

T 7.4.3 SiAe B yF e F(A), entonces

R(F)={(z,y) e Ax A: existe f€ F tal quex-f=vy- [}

es una congruencia de A.
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Dem. En primer lugar veamos que
(i) R(F) € EQ(A).

(a) R(F) es reflexiva: Como F # (), entonces para todo z € A, z-f =z - f cualquiera

sea f € F.

(b) R(F) es simétrica: Inmediata.

(c) R(F) es transitiva: Si
(1) (z,y) € R(F), [hip.]
(2) (y,2) € R(F), [hip.]
entonces

(3) existe f € Ftal que z - f1 =y - f1, [(1)]
(4) existe f, € F tal que y - fo = z - f3, [(2)]
) z-(fr-f2) =y-(fr- f2), [(3), R4]
6) y-(fr-fa) =2-(fr- fo) [(4), R4, R5]
(7) fi-fo=f€F [F filtro, fi1, fo € F]
(8) existe f € Ftalque z-f=z-f, [(7), (5), (6)]
(9) (2,2) € R(F). [(8)]

Ademas,

(ii) R(F') es compatible con -: Sean

(1) (z,y) € R(F), [hip.]
(2) (z,w) € R(F), [hip.]
entonces
(3) existe f; € Ftalque z- f1 =y - fi, [(1)]
(4) existe f» € F tal que z- fo = w - fo, [(2)]
(5) f=hH foel [F filtro, fi, fo € F]
(6) existe f € F tal que (z-2) - f = (y-w) - f, [(3), (4), (5), R4, R3]
(7) (z- 2y w) € R(F) [(6)]

210



(i) R(F') es compatible con ’: Sea

(1) (z,y) € R(F), [hip.]
entonces

(2) existe fe Ftalquez- f=y-f, [(1)]

B) 2+ f=y+f, [(2)]

(4) existe f € F tal que
- f =@ )+ f)

=@+ f)-f D, f'-f=0]
=W+ [(3)]
=W - N+ 5) D]
=y f
(5) existe f € Ftalquea'- f =y - f, [(4)]
(6) («',¢) € R(F). [(4), (5)]8

T 7.4.4 Sea A€ B yRe Con(A). Entonces 1p ={z € A: (z,1) € R} € F(A).

Dem. Debemos probar que:

(F1) 1 € 1g: Inmediato pues (1,1) € R, [R ref.]
(F2) Sean
(1) z € 1g, [hip.]
(2) y € 1, [hip.]
entonces
(3) (z,1) € R, [(1)]
4) (v, ) eR [(2)]
(5) (z-y,1) € R, ((3), (4), R € Con(A)]
(6) z-y€lp [(5)]
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(1) z € 1g,

(2) =<y,
entonces

3) (z,1) €

4) (z+y,1+vy) €R,

5) (x+y,1+y)=(y,1),

(
(
(
(6

)
)
)
) y € 1,

T 7.4.5 Sea A € B. Entonces Con(A) = {R(F) : F € F(A)}.

Dem.

(i) {R(F): F € F(A)} C Con(A): es consecuencia directa de T 7.4.3.

(ii) Con(A) C{R(F): F € F(A)}: Sea

(1) T € Con(A)
entonces

(2) 17 € F(A).

(3) R(1p) =T.
En efecto,
(a) R(1r) C Tt

(4) (z,y) € R(17),
5

(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

existe f € lptalque - f =y - f,

8
9

212



(12)
(13) (z+y)-(y+2),1) eT, [(11), (12), (1)]
(14) f=(+y) - (y+2) € lr, [(13)]
(15) z- f=2z-(z+y) (y+2)
=z-(y+2a) [R8]
=z-y [D]
(16) y- f=y-(z+9¢) (y+2) [(14)]
=y-zx, [RS8, D]
(17) (z,y) € R(17). [(14), (15), (16), T7.4.3]0

Notas.

(i) De lo expuesto resulta que para hallar todas la congruencias de un algebra de Boole A

podemos proceder de la siguiente manera:
(1) determinamos todos los subconjuntos de A que son filtros,

(2) para cada filtro F' de A hallamos R(F') = {(z,y) € A x A: existe f € F tal que
v f=y- [}

(ii) En la seccién siguiente referida a las dlgebras de Boole finitas, aplicaremos el método

anterior a un ejemplo concreto.

(i) SiAeB y F € F(A), entonces por T 7.4.5 el dlgebra cociente A/R(F') es un algebra

de Boole que notaremos A/F.

7.5 Algebras de Boole finitas

Congruencias

T 7.5.1 Sean A un dlgebra de Boole finita y F C A. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) FeJ(A),

(ii) eziste a € A tal que F = |a), donde [a) ={r € A:a < z}.
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Dem. (i) = (ii): Sea
(1) F={fi, forss fir},
2) a=fi-for. fr €F.
Veamos que F = [a). En efecto,
(a) F C[a): sea
3) feF,
(4) a<f,
(5) f € la).
(b) [a) C F: sea

(6) € [a),
(7) a <z,

(8) zeF.

(ii) = (i): Ejercicio.

Ejemplo

Sea A el algebra de Boole indicada en la figura

Entonces F(A) = {[0), [a), [b), [¢), [d), [e),[f),[1)}, donde
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0) = 4, A/0) = 4,
[a) = {a,d;e, 1}, Afla) = {{0,b,¢, f},{a,d, e, 11},
[b) = {b.d, f,1}, A/[b) = {{0,a,¢,e},{b,d, f, 1}},
[e) = {e,e, fi1}, A/le) = {{0,a,b,d}, {c,e, f,1}},
[d) = {d,, 1}, A/ld) = {{0, ¢}, {a, e}, {b, f},{d, 1}},
[e) = {e 1}, A/le) = {{0,b},{a,d},{c, [}, {e; 1}},
[f) =11}, A/lf) = {{0,a},{b,d}, {c, e}, {f, 1}},
1) = {1}, A/[1) = {{0}, {a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {/}, {1}} = A.

A continuacion veremos que en las algebras de Boole finitas los dtomos desempefian un

papel analogo al de las bases en los espacios vectoriales.
T 7.5.2 Sean A € Rg y a € A. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) a es un dtomo de A,
(il) a verifica:
(a) a#0,
(b) para cadax € A,a-2=0 6 a-z = a.
Dem. (i) = (ii):

(a) Es consecuencia directa de la hipotésis.

(b)y (1) 0<a-z<a, [ 0 primer elemento de Ay a-x =inf {z,a}]
(2) a-x=006a-z=a. [(1),(5)]
(i) = (i):

(A1) Es consecuencia directa de (a).

(A2) Sea b € A tal que
(1) 0<b<a, [hipdtesis]
entonces
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(2) b=a-b, [(1)]
(3)a-b=06 a-b=a, [(b)]
(4) b=06 b=a. [(2),(3)] =

Sea A un algebra de Boole finita y € A, entonces indicaremos con II, al conjunto

Hw:{ﬁ), siz=0

{a €I(A) :a <z}, en otro caso

Ejemplo
o] I
0| 0
0| {a} )
b | {b}
| : 4\ f
d | {a,b}
e | {a,c} a > 4 c
f{b.c}
1| II(A) o

T 7.5.3 Sea A un dlgebra de Boole finita y x € A, x # 0, entonces I1, # ().
Dem.

(i) Six € II(A), entonces x € I1,. [z < x]

Luego II, # 0.

(il) Siz ¢ II(A), existe 1 € A tal que

(1) 2y 240y a1 -2 #x, [T 7.5.2]
(2) 0<z-x<x. (1) y 1 -2 =inf {z1,z}]
Si
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(3) 1 -z € II(A),

entonces
(4) -z €1l,, [(2),(3)]
(5) II, # 0. [(4)]
Si

(6) x1 -z ¢ II(A), se repite el razonamiento a partir de (ii).

Como A es finita el proceso concluye en un numero finito de pasos y el elemento obtenido

pertenece a II,.

Luego II, # 0. |

T 7.5.4 Si A es un dlgebra de Boole finita, entonces para todo x € A, x # 0 se verifica que
r= > a.

a€ll,

Dem. Como z # 0, por T 7.5.3 tenemos que II, # (). Ademds, por la hipdtesis, II, es finito.

Sean
(1) I, = {as,...,ax},
(2) y=a1+as+ ...+ ag,

y probemos que y = x. En efecto,

(a) y <=
(3) aj <=, paratodo j, 1<j <k, [(1)]
4) supfar, ..., a} <z, 1(3)]
(5) a1 +...+ap <z [(4)]

De (2) y (5) resulta (a).
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(6) z=x-1 [z <1, para todo = € A]
=z-(y+7vy) [def. de complemento]
=(z-y)+ (z-v). [prop. distributival

Si suponemos x - ' # 0, entonces

(7) existe a € II(A), a <z -9/, [por T 7.5.3]

8) -y <y,

9) -y <w,
(10) a </, [(7), (8)]
(11) a < z, [(7),(9)]
(12) a € IL, [(7),(11)]
(13) a <y, [(12),(1),(2)]
(14) a<y-y, [(10),(13)]
(15) a = 0, absurdo. [(14)]

Por lo tanto

(16) z-y' =0.
Entonces
(17) z == -y, [(6),(16)]

de donde resulta x < y.

De (a) y (b) resulta z = >_ a. |

a€ll,
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Nota. El T 7.5.4 expresa que, en las dlgebras de Boole finitas todo elemento distinto de cero
es la suma de los atomos que lo preceden, lo que significa que conociendo los dtomos se pueden
determinar todos sus elementos. Es decir, II(A) es la informacidn minima que se debe tener

para conocer todos los elementos de un dlgebra de Boole finita.

T 7.5.5 Si A es un dlgebra de Boole finita y no trivial, entonces:
(i) II(A4) # 0,
(i) > a=1.

a€lII(A)
Dem.
(i) Como |A| > 1, existe x € A, 2 # 0y por T 7.5.3, I, # 0. Luego, IT(A) # 0.

(ii) Como 1 # 0,

(1) 1= zr:[ a. [por T 7.5.4]
Ademas,
(2) M(4) = I,
En efecto,
(a) II; CII(A), [def. de II4]
(b) TI(A) C II;. [a < 1]
Entonces, > a=1. [(1),(2)] A
a€lII(A)

Teoremas de representacion

Ahora demostraremos el resultado méds importante de esta seccion.
T 7.5.6 Si A un dlgebra de Boole finita, entonces A y P(II(A)) son dlgebras isomorfas.

Dem. Sea f: A — P(II(A)) definida por f(z) = II,, para cada x € A. Veamos que:
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(i) f es inyectiva.

Si T1,T2 EAy

(a) (1) f(z1) = f(x2) =0,

entonces
(2) T1 = T = 0.
(b) (3) flz1) = f(z2) #0,
entonces
(4) My, =1y,
5) > a= ) q
a€lly a€lly
(6) Tr1 = T3.

De (a) y (b) resulta (i).

(ii) f es sobre.

Sea X € P(II(A)),

(a) si X =0, entonces f(0) = 0.

(b) si X # (), entonces como A es finita, X es finito,

(1) X ={a1,...,a},

(2) y=a;+---+ a.

Probaremos ahora que I, = X. En efecto, sea

(3) b S ]‘_‘[ya

entonces

(4) b<y,
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:(b~a1)—|—...+(b'ak)~

Si

entonces

8) b-a; =0, 1<i<k,

(10) b = 0.

Luego, para algin ¢, 1 <1 <k, se verifica

(11) b= a;,
(12) be X,
(13) I, C X,

(14) X CII,.

Es claro que f(y) = X, y por lo tanto f es sobre.

(iii) f(0) = 0.
Inmediata por la definicién de f.

(iv) f(z-y) = f(z)N f(y).

Teniendo en cuenta la definiciéon de f debemos verificar que II,., = II, N II,. En efecto,

acll,ya<z-y
Sa<lz,a<ly
& a € Il NII,.

(v) f(z') =Cf(x).
Debemos probar que II,, = CII,.

(a) H$/ Q CHCE



Sea
(1) aeIl,,
(2) a <2
Si suponemos que
(3) a <=,
entonces
(4) a<z-2,
(5) a = 0, absurdo.
Luego
(6) a £ x,
(7) a ¢ 1L,
(8) a € CIl,,
(b) CIL, C II:
Sea a € II(A) tal que

(1) a € CIL,, [hip.]
(2) a £z [(1)]
B)a<l=z+2a
W o<, (2).(3), Bi. 7.6.9(ii)
De (i) a (v) y el ejercicio 7.6.18 resulta que f es un isomorfismo. |
Los dos teoremas siguientes, son consecuencia inmediata del T 7.5.6
T 7.5.7 Si A es un dlgebra de Boole finita tal que |II(A)| = n, entonces |A| = 2.
Dem. Es consecuencia directa de T 7.5.6, teniendo en cuenta que |P(II(A))| = 2". |

D 7.5.1 Sea {A;}1<i<n una familia de dlgebras de Boole y A = [[ A;. Dadosx = (x1,%2,... ,Zp), Y
i=1

(Y1, Y2, - -+ ,Yn) € A definimos
r+y= (L1 + Y, T+ Yn),
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= (I‘ll,l’g,, 7xn/)7
0= (0707 70)7
I=(1,1,...,1)

Entonces ([] Ai, +,-,,0,1) es un dlgebra de Boole que se denomina dlgebra producto de las
i=1
dlgebras A;, 1 <1i <n.
Si Ay =Ay=...=A, = A, entonces [[ A; se nota A™.

=1

T 7.5.8 Sea A un dlgebra de Boole finita tal que |II(A)| = n. Entonces A y B} son dlgebras

isomorfas.

Dem. Como A ~ P(II(A)) y B} ~ P(II(BY})), para completar la demostracién es suficiente
probar que II(BY) tiene n elementos y aplicar T 7.4.2 y T 7.5.6.

Ahora probaremos que II(B}) = {ej,es,... ,e,} donde e; = (z;;) conz;j=1sii=jy
x;; = 0 en caso contrario. En efecto, es claro que e; # O para todo %, 1 < i < n. Ademas,
si b= (bj)i<j<n € BY vy O < b < e, entonces 0 < b; < z;;, para todo j, 1 < j < n. Luego,
bj =0 paratodo j #i, 1<j<nyb=006b =1 Sib =0, entonces b =0, en caso
contrario b = e;.

Por lo tanto, e; € II(B}) para todo i, 1 <i <n. Ademds, es claro que éstos son los nicos

atomos. Luego, |II(BY})| =n. |

7.6 Ejercicios

E7.6.1

Indicar si las siguientes algebras son bandas, reticulos o reticulos distributivos. En caso que

sean reticulos determinar si tienen primer y ultimo elemento.

(i) (A,+), donde A ={a,b,c} vy
+la b c
ala b c
b|b b ¢
cle ¢ ¢
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(ii)) (IN,o,%), donde zoy=maz {z,y} vy z*xy=min {z,y}.
E 7.6.2

Sea A € Ry1, donde A ={0,a,b,¢,1} y +, - estdn dadas por las siguientes tablas:

+10 a b ¢ 1 00 a b ¢ 1
0/0 a b ¢ 1 0(0 0 0 0 O
ala a c c 1 al0 a 0 a a
b|b ¢ b ¢ 1 b0 0O b b b
clec ¢ ¢ ¢ 1 c|0 a b ¢ c
171 1 1 1 1 1{0 a b ¢ 1
Determinar si B < A, siendo
(a) B={0,a,b,1}, (b) B =1{0,b,1}.
E 7.6.3
(i) Dados A, B € R determinar todos sus subreticulos.
A 1 B 1
C
b
a
42
0 0

(ii) Idem inciso anterior suponiendo A, B € Ry;.

E 7.6.4

Sean (A,+,") €R y [a)={z € A:a <z} Probar que
(i) [a) <r 4,
(i) [a) N [b) = [a+0b),
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(iii) si @ <b, entonces [b) C [a).
E 7.6.5

Sea A€ R, donde A={0,a,b,c,1} y +, - son las indicadas en el ejercicio 8.8.2. Sean
X1 ={c} vy Xy={a,b}. Hallar [Xj]gr v [X2]x.

E 7.6.6
Sea A € R. Probar que para todo z,y € A, si x <y, entonces
(i) x-2<y-z paratodo z € A,
(ii) z + 2z <y + z, para todo z € A.
E 7.6.7
Sea A € R. Probar que para todo z,y,z,w € A
(i)si <y y z<w,entonces z-z2<y-w y z+z<y+w,
(ii) z-y=x+y si,ysblosi, z =y,
(iil) (z-y)+(z-y) <(z+2) -y,
(iv) 2+ (y-2) < (z+y) - (z+2),

(v) si y-z2<zx<z<az+y,entonces y-z=2x-y, y+2=2x+y. De un ejemplo donde no

valga la reciproca,

(vi) si (x+vy)-(y+2z) =y, entonces z -z <y. De un ejemplo donde no valga la reciproca.
E 7.6.8

Sea X # () y consideremos (P(X),U,N,0, X) € Ry;. Probar que
H(P(X)) ={{z}: 2 € X}.

E 7.6.9

(i) Sea A € Ry;. Probar quesi a,b € II(A) y a#b, entonces a-b=0.
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(ii) Sea A€ Dy;. Si a€ll(A) y z,....,2, € A son tales que a < x; + ... + z,, probar

que a < x;, para algin ¢, 1 <i<n.
E 7.6.10

Sea A un reticulo distributivo. Probar que
() z+(y-2)=@+y) (z+2),
(ii) siz-z2=y-2z y +2=y+z entonces = =y. (Ley del corte)

E 7.6.11

Sean A, B € Ry, cuyos diagramas de Hasse asociados son

B s

0

ysean f: A— By g: B — A las funciones definidas por medio de las siguientes tablas:

Determinar si f y g son Ry ;-homomorfismos.
E 7.6.12

Sea (A,+,-/,a,b) un algebra de tipo (2,2,1,0,0), donde A = {a,b}. Indicar, en cada caso, si

A es un algebra de Boole.
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(i) +1la b a b z |z
ala b ala a al a
blb a bla b b
(ii) +1la b a b o
ala b ala a alb
b|lb b bla b a

E 7.6.13

Sea A € By X # () un conjunto arbitrario. Consideremos el conjunto AX = {f : X — A}
en el cual, para todo € X y para todo par de funciones f,g € AX se definen las siguientes

operaciones:
Q) f+g: X — A (f+9)(x) = f(z) +g(z),
(i) fr9: X — A (f-9)(z) = f(z) - g(2),
(iii) f: X — A, (f)(z) = (f(z))’,
(iv) I: X — A, I(z) =1,
(v) O: X — A, O(z) = 0.
Probar que (4% +,-/,Q,1I) € B.
E 7.6.14
Probar que en toda algebra de Boole valen las siguientes propiedades:
() @) =,

(ii) sizx+y=1yx-y =0, entonces y = 2/,
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(vi) z+ (2" y) =z +y,

(vil) z- (' +y) =2 -y,
(viil) (z+y) 2= (2" +2) - (y+2)),

(ix) z=ysi,ysélosi, (z+¢) - (y+2') =1
Nota. (iv) y (v) son la leyes de De Morgan.

E 7.6.15
Sea A € B. Definimos en A una nueva operacién binaria por medio de la siguiente férmula:
oy =(z-y)+(y )
Probar que se verifican:

(i) z@y=yda,

(i) z@x =0,

(iii) 0@z =z,

(iv) 1@z =2
E 7.6.16

Sea A € B. Probar que

(i) las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) a+b="b,
(b) a-b=a,
(c) d+b=1,
(d) a-¥ =0.

(i) siz-y=x-2z y 2/'-y=2a"-z entonces y = z.
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E 7.6.17

(i) Definir la nocién de subélgebra de Boole.

(ii) Indicar todas las subalgebras de las algebras de Boole cuyos diagramas son:

E 7.6.18

(i) Sean A, B € B. Definir la nocién de homomorfismo booleano de A en B.

(ii) Sean A, B € By sea h: A — B. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) h € Hom(A, B),
(b) h verifica

(1) iz +y) = h(z) + h(y),

(c) h verifica

(3) Az -y) = h(z) - h(y),
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8 Sistemas proposicionales

8.1 Lenguajes de orden cero

D 8.1.1 Liamaremos lenguaje de orden cero a toda F—dlgebra absolutamente libre For[X] =
(For|X], F).

Ejemplos

(i) Si Fop = 0, Fy = {~} vy F, = {A,V,—} entonces For[X] es el dlgebra de las formas
proposicionales que vimos en la seccién 1.2, que en adelante designaremos con Forg[X].
Los elementos del conjunto X son los simbolos con los que representabamos a las proposi-
ciones simples del lenguaje coloquial y los elementos de For|[X]| que no estdn en X son
los simbolos con los que representdbamos a las proposiciones compuestas del lenguaje

coloquial.

(ii) Llamaremos dlgebra de las formas booleanas al dlgebra absolutamente libre For gy, [ X]| =

(For[X],F) cuando elegimos como conjunto de operaciones a Fy = 0, F} = {~} y
Fy ={A,V}.

Sustituciones

D 8.1.2 Liamaremos sustitucion a toda funcion de X en For|[X].

Como For[X] es absolutamente libre, para cada p : X — For|[X] existe un tnico p €
End(For[X]) que prolonga a p , esto es, se verifica p(z) = p(z), para todo =z € X.
Por este motivo también llamaremos sustituciones a los elementos de End(For[X]).
Ejemplo
En Forq[X], sea p: X — For[X] una funcién tal que
p(x1) = x3 — T3,
p(2) =~ 1,
p(xs) = x4 V 2,
y sea

230



p=((z1 = x2) = (x5 — (1 A x2))) € ForX,
entonces

p(p) =p((z1 — 22) = (73 = (21 A 72)))
= (p(x1) — P(x2)) — (P(23) — (P(21) A B(2)))
= (p(x1) = p(z2)) = (p(x3) = (p(21) A p(72)))

= ((z3 = x2) =~ x1) = ((x4 V 22) = (X3 = T2)A ~ 27)).

Valuaciones

D 8.1.3 Dadas las F-dlgebras For[X| = (For|X|, F) y A = (A, F), llamaremos A-valuacion

a toda funcion de X en A.

Como para cada v : X — A existe un tinico homomorfismo @ : For[X]| — A que prolonga
a v, esto es, se verifica v(xz) = U(z), para todo z € X, también llamaremos A-valuaciones a los
elementos de Hom(For[X], A).

8.2 Sistemas proposicionales

Operadores de clausura y sistemas proposicionales

D 8.2.1 Diremos que una funcién C : P(For[X]|) — P(For|[X]) es un operador de clausura
sobre For[X] si para todo H, K € P(For[X]) se verifican:

(Cl) HC C(H), [creciente]
(C2) si H C K, entonces C(H) C C(K), [mondtonal
(C3) C(C(H)) =C(H). [idempotente]

D 8.2.2 Liamaremos sistema proposicional (s.p.) o ldgica de orden cero a toda terna C =
(For|X], F,C), donde C' es un operador de clausura sobre For[X| y diremos que los elementos
de C(0) son los C—teoremas de C.
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Fragmentos y extensiones de un sistema proposicional

D 8.2.3 Sean C = (For[X|,F,C) y €' = (For'[X],F',C") dos s.p.. Diremos que C' es una

extension de C o que C es un fragmento de €', si se verifican:
(i) F C F,
(i) C(H) C C'(H), para todo H C For[X].

Si C(0) c C'(0), entonces diremos que C' es una extensidn propia de C.

8.3 Sistemas proposicionales semanticos

Matrices

D 8.3.1 Liamaremos matriz asociada a For[X]| = (For[X], F') a toda terna M(A) = (A, F,U)
tal que A = (A, F) es una F—dlgebra y U es un subconjunto de A. A los elementos de U los

llamaremos elementos designados.

Consecuencias semdnticas

D 8.3.2 Sea M(A) = (A, F,U) una matriz dada. Para cada H C For[X] y cada p € For|X]
diremos que p es consecuencia semantica de H segun la matriz M(A) y escribiremos H =, p,
si existen p1, P2, ... ,pn € H tales que para toda valuacion v € Hom(For[X], A), las hipdtesis
v(p1) € U,u(ps) € U, ... ,v(pn) € U implican v(p) € U.

D 8.3.3 Diremos que el conjunto Cq(H) = {p € For[X|: H =, p,} es el conjunto de todas

las consecuencias semdnticas de H segin la matriz M(A).

Si A = (A, F) es un &lgebra fija escribiremos simplemente H = p en lugar de H =, p.

Operadores de clausura semdnticos y s.p. semdnticos

Se verifica sin dificultad que la aplicacién Cy : P(For[X]) — P(For[X]) tal que a cada
H C For[X] le asigna el conjunto C4(H) es un operador de clausura sobre For[X]. Los

operadores de clausura obtenidos por matrices se llaman operadores seménticos.

232



D 8.3.4 Diremos que un operador de clausura C sobre (For[X], F) es semdntico si existe una
matriz M(A) = (A, F,U) tal que C' = Cjy.

D 8.3.5 Diremos que el s.p. C = (For|X], F,C) es semdntico si C' es un operador de clausura

semdntico.

Es decir un s.p. es seméntico si existe una matriz M(A) tal que para todo H C For|[X] se
verifique que
C(H)=Cu(H)={pe€ ForX]|: H =, p}.
Ejemplos
(i) Dada la matriz M(Bs) = (B2, {+,:,=,—},U) donde:
(a) B2 ={0,1},
(b) By = (Bs,+,+,=, —) es el dlgebra de prueba del lenguaje coloquial,

(c) U = {1} es el conjunto de los elementos designados,

al s.p. Cp, = (For[X], F,Cg,) lo llamaremos la versién semantica del sistema proposi-

cional clasico.
(ii) Dada la matriz M(Jy) = (Iz,{—},U) donde:
(a) IQ = BQ,
(b) J3 = (I, —) es el reducto implicativo del algebra Bo,

(c) U = {1} es el conjunto de los elementos designados,

als.p. Cy, = (For[X], F,Cy,) lo llamaremos la versién seméntica del sistema proposicional

implicativo clasico.
(iii) Dada la matriz M(H) = ([0, 1],{A, V,—,—},U) donde:
(a) [0,1] es el intervalo real,

(b) las operaciones A, V,—, = estan definidas por
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z Ay =min{z,y},

z Vy = maz{z,y},

1, six=0
—xr = s
0, en otro caso
1, six<y
r—Yy= )

Yy, en otro caso
(c) U={1},

al s.p. Cyqc = (For[X], F, Cy) lo llamaremos la versién seméntica del sistema proposicional

intuicionista.
(iv) Dada la matriz M(J) = ([0, 1],{—1}, U) donde:

(a) [0,1] es el intervalo real,

(b) — es la indicada en iii2) del ejemplo anterior,
(c) U={1},

al s.p. Gy = (For[X], F, Cy) lo llamaremos la versién semantica del sistema proposicional

implicativo positivo (intuicionista).
(v) Dada la matriz M(L) = ([0,1],{—,~},U) donde:
(a) [0,1] es el intervalo real,
(b) — y ~ estan definidas por
r—y=min{l,1—x+y},
~xr=1-—rz,
(©) U =11},

al s.p. Cg = (For[X], F,Cy) lo llamaremos la versién semantica del sistema proposicional

de Lukasiewicz infinito-valuado.
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(vi) Dada la matriz M(L,,11) = (Lp11, {—,~},U) donde:

1

2 n—1
,_7'00,
n’'n

(a) Ln+1 = {Ov 71} C [07 1]>

(b) — y ~ son las indicadas en (v2) del ejemplo anterior,
(c) U={1},

als.p. Cc,., = (For[X],F,Cy,,,) lollamaremos la versién semantica del sistema proposi-

n+1

cional de Lukasiewicz (n 4 1)-valuado.

M(A)-tautologias

D 8.3.6 Sea M(A) = (A, F,U) una matriz asociada a For|X]. Diremos que p € For[X] es
una M(A)-tautologia si v(p) € U, para toda A-valuacion v.

Designaremos con T4 al conjunto de todas las M(A)-tautologias.

8.4 Sistemas Proposicionales sintacticos

Azxiomas

D 8.4.1 Llamaremos axiomas a los elementos de un subconjunto fijo 2 de For[X].

Reglas de inferencia

D 8.4.2 Dado P C (For[X])", llamaremos regla de inferencia (r.i.), o regla de deduccion, a
toda funcion r : P — For[X]|. Si (p1,pe, -+ ,pn) € P yp = 1r(p1,02, " ,0n) , diremos que
P1, P2, ,DPn SON las premisas y p es la conclusion de esas premisas por medio de la regla r.

Usualmente escribiremos

A DP1,D2," ,Pn
r.—
p

en lugar de p = r(p1,p2, -+ ,Pn)-
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Demostraciones formales

Consideremos un conjunto 2 de axiomas y un conjunto {ry,... ,r;} de reglas de inferencia.

D 8.4.3 Sean H C For[X] yp € For|X]|. Diremos que la n—upla (p1,... ,pn) € (For[X])" es
una demostracion formal de p, a partir del conjunto de hipdtesis H si se verifican las siguientes

condiciones:

(1) pIGHUQl;
(2) pQGHUQl;

(j) pj € HU, oy Dbz oPin e ry 9 51} te{1,2,... k),

pj

(n> Pn €S D.

Consecuencias sintdcticas

D 8.4.4 Diremos que p es consecuencia sintdctica de H y escribiremos H & p, si existe una

demostracion formal de p a partir de las hipdtesis H, los axiomas 2 y las reglas {rq,... , 71}

Operadores de clausura sintdcticos y s.p. sintdcticos

La aplicacién Cg : P(For[X]|) — P(For[X]) tal que a cada H C For[X] le asigna el
conjunto Cs(H) = {p € For[X]|: H I~ p} es un operador de clausura.

Nota. Se suele decir que Cy es la operacion de derivabilidad determinada por Ay {ry,... ,7%}.

D 8.4.5 Diremos que un operador de clausura C sobre (For|X], F) es sintdctico si existe un

conjunto de axziomas A y un conjunto de reglas de inferencia {ry,... ,r} tales que C = Cs.

D 8.4.6 Diremos que el s.p. C = (For[X], F,C) es sintdctico si C es un operador de clausura

sintdactico.

236



Es decir un s.p. es sintactico si existen axiomas y reglas de inferencia tales que para todo
H C For|X] se verifique
Cs(H)={p € For[X]: HF p}.

Teoremas sintdacticos

D 8.4.7 Sip es un Cs—teorema, también diremos que p es un teorema sintdctico (o una tesis

de C) y escribiremos b p.

Con Tg representaremos al conjunto de todos los teoremas sintacticos de C.

Uso de los teoremas sintdacticos en las demostraciones

La definicién de demostracién formal se puede generalizar, de modo tal que podamos usar
los teoremas sintacticos que ya han sido demostrados. En efecto, supongamos que estamos
construyendo una demostracion formal de la férmula p, a partir del conjunto H y nos damos
cuenta que para obtener la férmula del paso (j) nos hace falta el teorema sintactico ¢ que ya
habiamos obtenido. Entonces podemos agregar todas las férmulas de la demostracién de q y
continuar con la obtencion de la demostracion de la férmula p.

Pero es claro, que la tnica férmula de la demostracién de g en la que estamos interesados
es la propia q. Entonces, para simplificar, podemos modificar la definicion de demostracion

formal del siguiente modo:

D 8.4.8 Diremos que la n—upla (p1,... ,pn) € (For[X])" es una demostracion formal de p a

partir del conjunto de hipotesis H si se verifican las siguientes condiciones:
(1) pp e HUTs,
(2) pp€e HUTs,
. DPiys Pigs - -

G) p; € HUTs, 07y - DPin e 10, j -1 te{1,2,... k)
7

(k) Pn €S D.
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Simplificacion de las notaciones

En los libros y revistas especializadas, las demostraciones formales se suelen presentar de la

siguiente manera abreviada:

(1) p1, [cartel que informa sobre p ]
(2) po, [cartel que informa sobre po]
() pjs [cartel que informa sobre p]
(n) p. [cartel que informa sobre p)

Propiedades de los sistemas proposicionales sintdcticos

Sea € = (For[X], F,C) un s.p. sintéctico, entonces:

(i) Cualquier s.p. que se obtenga de C, agregando operaciones a F' y conservando los axiomas
y reglas (pudiendo ademds, agregar axiomas o reglas) es un s.p. sintéctico, ampliacién

del primero.

(ii) Cualquier s.p. que se obtenga de C, eliminando operaciones de F'y los axiomas y reglas
en que figuran las operaciones suprimidas, y conservando los restantes axiomas y reglas

es un s.p. sintactico, fragmento del primero.

Sistemas proposicionales implicacionales

D 8.4.9 Diremos que un s.p. C = (For[X],F,C) es implicacional si el conectivo binario —

que llamaremos operacion de implicacion, pertenece a F'.

Todos los ejemplos de s.p. semanticos que hemos indicado son implicacionales.
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Ejemplos de reglas de inferencia para s.p. implicacionales sintdcticos
(i) modus ponens: Sea P = {(p,p — q) : p,q € For[X]}, llamaremos regla de modus ponens
am,: P — For[X], definida por m,(p,p — ¢) = g, esto es

.bhp—4q

P q

(ii) modus tollens: Sea P = {(p,~ ¢ —~ p) : p,q € For[X]}, llamaremos regla de modus
tollens a m; : P — For[X], definida por my(p,~ ¢ —~ p) = ¢, esto es

b~ q—~p
my: ———————
q

(iii) contraposicién: Sea P = {p — ¢ : p,q € For[X]}, llamaremos regla de contraposicién a

¢: P — For[X], definida por ¢(p — q) =~ q¢ —~ p, esto es

. bP—q

8.5 El sistema proposicional clasico

En esta seccion exhibiremos un ejemplo muy importante de s.p. implicacional sintactico.

D 8.5.1 Llamaremos s.p. clasico al s.p. C = (For[X], F,C;) donde F = {\,V,—,~} y C; es
el operador de clausura determinado por la regla de modus ponens y el conjunto UAq de axiomas

que indicaremos a continuacion.

Los elementos de ¢, son las férmulas indicadas en A1, ... , All, y las que se pueden obtener

de ellas por la regla de sustitucién.

(A1) 21 — (22 — 1),

(A2) (x1 — (x2 = 23)) = (1 = ®2) = (21 — 23)),
(A3) (21 A xg) — x4,

(A4) (21 A o) — 9,

(AD) (23 — 1) = ((x3 = x2) — (23 — (21 A 22))),
(A6) x1 — (21 V z2),
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(A7) 5 — (21 V 22),
(A8) (21— 3) = ((22 = x3) = ((21V 22) = 3)),
(A9) ~ 1 — (21 — z2),

(A10) (1 =~ 21) =~ 21,

(All) (N T — 271) — 1.

Regla de Sustitucién: Sip € Ac1 y p € End(For[X]) entonces p(p) € Agqy.

Observemos que podemos eliminar la regla de sustituciéon usando axiomas esquemas, del
siguiente modo:

Los axiomas son esquemas de la forma:

(E1) p—= (¢ —p),

(E2) (p—=(g—=r)=((p—q) = (=)
(E3) (pAq)—p,

(E4) (pAa) =g,

(E5) (r=p) = ((r—=4q) = (r—=(pAq)),
(E6) p— (pV @),

(E7) ¢— (pVa),

(E8) (p—=r) = ((g—=r1) = ((pVa) —r1)),
(E9) ~p— (p—q),

(E10) (p =~ p) =~ p,

(E11) (~p —p) — p.

Entonces cualquier férmula que tenga el esquema (la forma esquemética) de alguno de los

E1l,...,E1l es un axioma. Asi por ejemplo,
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((N 1 — 271) — (l’l /\l’g)) — (((.’L’Q — .’L'g) — (SEl /\SEQ)) — (((N 1 — .’L'l) V (.’L’Q — .’L'g)) —
(.’L‘l /\.’1?2))

es un axioma que se obtiene de E8 reemplazando
(1) ppor (~z1 — z1),
(2) g por (z2 — w3)
(3) 7 por (z1 A z2).

En lo que sigue trabajaremos con axiomas esquemas.

Ejemplos de demostraciones formales

(T1) Fp—p
(1) p— (p—p), [E1]
(2) p— ((p—p) — D), [E1]

B) p—=((p—=p) —p)—((p—(@—p)—@—D0),

[E2]
4) (p—= (p—=p) = (p—p), [(2),(3),m]
(5) p—p. [(1),(4),my]
(R1) ﬁ
1) p [hip. ]
(2) p— (g —p), [B1]
(3) a—p [(1),(2),m]
®) AT
(1) p—(g—r) [hip.]
2 p=@=r)=2 (=9 —=@—r) [E2]



B) (p—=aq) = (@—r). [(1),(2),m,)]

(T2) F(p—q) = ((r—=p) = (r—q))

(1) (r=(p—4q) = ((r—=p) = (r—4q), [E2]
2) p—=q) = ((r—=(p—4q) = ((r—=p)—=(r—4q)), [(1),R1]
B)(p=a)—=(=0—=>9)—=>((p—=9—(r—=p —F—9)), [(2),R2]
4) (p—=q) = (r—=(p—9), [E1]
5) (p—=q) = ((r—=p) = (r—9q), [(4),(3),m]
1) (T%p];:((]r—w)’
(1) p—gq, [hip.]
2) (p—=4q) = ((r—=p) = (r—q)), [T2]
3) (r—=p) = (r—q), [(1),(2),my]

(T3) F(p— (p—q) — (p— q),

W) =@=9) = ((p—=p)—=@—9), [E2]
2) (p=—=9)=@—=p)=>((p=P—=9) = (—9), [(1),R2]
(3) p—p, [T1]
4) p—=(@—4d)—@—Dp), ((3),R1]
B) p—=(—=0q)—=(p—a), [(4),(2),my]
2
(1) (p—=q) = p@—r), [hip.]
2) @a=P—=9)= (= @—r)), [(1),R3]
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(3) ¢ = (p—q), [E1]

4) ¢g— (p—r), [(3),(2),my)]
p—(g—r)
(R5) qg—@p—r)
(1) p—= (g =), [hip.]
2 p—=a) > @—r), [(1),R2]
3)g— @) [(2),R4]

8.6 El Teorema de la deduccion

El siguiente resultado suministra un método para determinar si una férmula p del s.p. implica-

tivo es una consecuencia sintactica de H.

T 8.6.1 SeaC = (For[X],{N,V,—,~},C)) yH C For[X]|, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) H-(p—q),
(i) HU{p}Fq.

Dem.

(i)=> (ii): Supongamos que H I (p — q), entonces existe una demostracién formal de p — ¢

a partir de H

(1) p1, [H U T3]
(2) b2, [HU%]
(n) p—q.
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Entonces

(1) p,
(2) D1,

(3) b2,

(n+1) p—q.

(n+2) g, [(1),(n + 1),m,)]

es una demostracién de q a partir de H U {p}.

Luego H U {p} t q.

(ii)=-(i): Haremos la demostracién por induccién sobre la longitud de la demostracién
formal de la féormula q.

Sin=1, p; es q, luego q € Ts U H U {p}.

Caso 1. ¢ € Ts UH:

(1) q, [hipdtesis]
(2) ¢—(p—q), [B1]
3) p—q [(1),(2) y my)

Por lo tanto,
HE(p—q).

Caso 2. ¢ € {p}:

(1) 0+ (p—p). [T1]
(2) 0 C H,
(3) HE (p — p). [de (1) v (2)]
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Hipotesis de induccion:  Supongamos que el enunciado vale para toda férmula r cuya

demostracion es de longitud menor o igual que n — 1 y sea

(1) p1,

(2) b2,

(n) g,
una demostracién de g, a partir de H U {p}, de longitud n.
Caso 1. g€ HUTs U{p}.
Es anélogo al caso 1 de n = 1.
Caso 2. ¢ ¢ HUTsU{p}.

De la hipétesis resulta que existe una demostracion formal

(1) Db,

(J) P

Como p; y p; — ¢ tienen una demostracion a partir de HU{p}, de longitud menor o igual que
n — 1, entonces por la hipdtesis de induccién tenemos que H - (p = p;) y HF (p — (p; — q)).

Por lo tanto podemos escribir

(1) qi1,
: [demostracién de p — p; a partir de H,

(t) p—pj (i #£p, 1 <i<t—1)
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(1) T1,
: [demostracién de p — (p; — ¢) a partir de H,
(s) p—(pj =) (ri#p 1<i<s—1)

Entonces,

(1) qu,

(t> p _>pj7

(t+1) T1,

(m) p— (p; = 9),

(m+1) (p—= (p; = 4q) = ((p—=p) = (= 9), [E2]
(m+2) (p—=p;) = (—a), [(m),(m+1),m,]
(m+3) p—q [(t),(m+2),m,)]

Por lo tanto H F (p — q). m

8.7 El Teorema de la completud

T 8.7.1 SeaC = (For|X|,{\,V,—,~},C)) y H C For[X], entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) HF p,
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8.8 Ejercicios

Para el calculo proposicional clésico C = (For[X], —, A, V, ~,(;), tomamos como axiomas los

elementos de U, = {E1, ..., E11} dados en teoria y como regla de inferencia

P49
q

E 8.8.1

P

Sea Tg el conjunto de los teoremas sintacticos de C. Verificar que
(i) Ue € Ts,
(ii) si p, p — q € Tg, entonces q € Tg,
(iii) si p € Tg, entonces ¢ — p € Tg, cualquiera sea ¢ € For[X].

E 8.8.2

Dados p, ¢ € For[X], definimos p < ¢ si, y sélo si, p — q € Tg. Probar que
(O1) p < p, cualquiera sea p € For[X],

(02) sip<qyq<r, entonces p <r.

Esto es, < es un preorden en For[X].

E 8.8.3

Dados p, ¢ € For[X] y < la relacién definida en el E.8.8.2, definimos p =~ ¢ si, y sélo si,
p<q y q<p. Probar que ~¢€ EQ(For[X]).

E 8.84
Demostrar aplicando el teorema de la deduccion los siguientes teoremas:
) Fp—=qg—=>Ug=r)=@—=>7),
(i) Fp—=(p—=q9) — 9,
(iif) F(p = q) = ((r = p) = (r = q)),
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(iv) F(p—=¢q) = ((pAT) = (gAT)),
V) F(@—=q) — ((rAp) = (1A g)).
E 8.8.5

Sean p,q € For[X] y < la relacién definida en el E.8.8.2. Probar que si p < ¢, entonces

i) g—=r<p—r, (i) r—=p<r-—yq,
(i) pAr<gAr, (iv) rAp<rAg.
E 8.8.6

Consideremos For[X] con la relacién de equivalencia definida en el E.8.8.3. Probar que
(i) si p~q y r=t, entonces p—r~q—t, [compatibilidad con —]

(ii) si p~q y r=t, entonces pAr = qAt. [compatibilidad con A]
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