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4.1.1 Introduccion

Salinas
Grao e, e
via
' Trubia
e,
e9 e]z e4
‘}Owecilo € Villaviciosa
Nava e; Luanco
€,
Posada e, Gijon

Figura 1: Grafo equivalente al Mapa de carreter:
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Definicion 1 Seal/ un conjunto finito no vacio a cuyos
elementos llamaremarticesy seaF un conjunto de pares no
ordenados dé” a cuyos elementos llamaremasstas al par

(V, E) le llamaremogyrafo no dirigido.

Siuna aristae € FE esta asociada a los verticesy w
escribiremos: = {v, w}. Podria ocurrir quev = w.

Un vértice puede estar asociadd@aristas, pero toda arista un
uno o dos vértices.

Cuando dos vértices estan asociados a una arista se diceoL
adyacentesy a ellos se les llamaxtremosde la arista.
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En el ejemplo anterior el conjunto de vértices seria

V = { Salinas, Luanco, Pravia, Gijon, Villaviciosa, Grado, Posada,
Nava, Trubia, Oviedp

y el conjunto de aristas queda descrito a continuacion:

ey = {Posada, Gijon}
e1 = {Salinas, Luanco}
es = { Nava, Villaviciosa}
eg = {Grao, Posada}
e10 = { Nava, Posada}
e11 = {Grao, Trubia}
e12 = {Trubia, Oviedo}

e13 = {Owiedo, Posada}

eo = {Salinas, Pravia}

es = {Gijon, Luanco}

ey = {Pravia, Gijon}

es = {Villaviciosa, Gijon}

e¢ = {Grao, Pravia}
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e'|
/es La asignacion de vértices a
L [ 3

~— e, _—+# aristas es la siguiente:

e €4 — (U3, V2
2 V4 es o1 = (?}Q,Ul) ( )
e, es = (v6,v3)

€2 = (/027 U5)
v \Y; €6 — (U67 ?}4)

Vs © ez = (vg,v3)
037 er = (6, V6)

La aristae; se asocia al par ordenada, v,) y se dice ques es el
origen yuv; el extremo.

La aristae; se asocia al par ordenada;, vg) y en este caso, el origer
y el extremo coinciden. Se llantazo.
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Definicion 2 Los grafos (dirigidos 0 no) que no tienen lazos ni mas
una arista adyacente al mismo par de vértices se llagrafos simples

Definicion 3 Un grafo completg K,,, conn vértices es un grafo
simple no dirigido en el que existe una arista uniendo cada par de
vertices distintos.

Definicidon 4 Un grafo conn vertices y dirigido se dicgrafo dirigido
completocuando es simple y para cada par de vértiaes existe
exactamente una de las aristas v) 0 (v, u). A dichos graficos se les
denota porK.
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Definicion 5 Un grafoG = (V, E') diremos que es ugrafo bipartido
si se puede dividir el conjunto de vertices en dos subconjuntos
V = V1 U W, tales que son disjunto¥; N V5 = (), y cada arista de/
es incidente en una dg y una dels.

Definicidon 6 Un grafo bipartido se dice que es completo si cada
vértice deV; esta unido con cada vértice dg. En este caso, Si

[Vi| = m, |Va| = n, el grafo obtenido se denota cdf,, ,

Definicion 7 Dado un grafoG = (V, E), conV = {v,va, ..., 05} Y
E ={ay,a9,...,as}, se llamamatriz de adyacencia una matriz
A(G) = {aij }nxn tal que:

)
1 Si existe una arista que ungy v,

Ajj =

0 Si no existe arista entre; y v;
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EJEMPLO

Obtener la matriz de adyacencia del grafo de la fig

V, e, v,
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Definicion 8 Dado un grafoG con veérticed = {v1,v2,...,0,}Y
aristasE’ = {ej, ea, ..., ey}, S€ llamamatriz de incidenciaa una
matriz M (G) den filas yp columnas cuyos elementos son:

’

. 1 si la aristae; incide en el vértice;
Mij = . : . -
0 si la aristae; no Incide en el vertice;

\

EJEMPLO: Calculese la matriz de incidencia del grafo de la figure

v. e, v, (1100 0)
1 010 1
e, e e. M=
01110
. . \ 0001 1)
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Definicion 9 Searv y w dos vertices de un grafo no dirigido, no
necesariamente distintos, gaminoenG es una sucesion de vértice
y aristas:

v =19, €1,V1,€2,V2,...,€Ep, Up — W

tal que los extremos de la arista son los vertices;_1 Yy v;,
Vi=1,...,n.

Si el grafo es simple, dado que la arista que une dos vertices es Uur
se suele escribir solo la sucesion de veértices,

U = Y9, V1,V2y...,Un—-1,Un = W

Al nUmeron de aristas se le llambongitud del camingav y w se les
llama extremos del camino, y a los vértieggon: =1,....n — 1
vertices interiores del camino.

Cuandov = w se dice que es utamino cerrado
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EJEMPLO

\A €, \E
e, e
V, e, Vv,

Un camino, por ejemplo, seria la sucesion:
v1,€2,V3,€4, U4

gue tiene longitud 2 y extremas Yy v4.
Un camino puede repetir aristas o vertices. Otro camino posible se

U2,€3,V3,€4,V4,€4,0V3, €2, V1
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Teorema 0.1 Si A es la matriz de adyacencia de ur
grafo simple la entrada, ; de la matrizA” es igual al
numero de caminos de longitwdgue existen entre e
vertice: y el verticej.

Definicion 10 Dado un camino de extremesy w, en
un grafo no dirigido(V, £), si no se repite ninguna
arista diremos que es urecorrido.

Un recorrido cerrado, es decir, un recorrido tal que
v = w Sera uncircuito.

Cuando ningun vértice del grafo se repite en un
camino, se dice que es gamino simple

Si el Unico vértice que se repite es el extremo se d
ciclo o camino simple cerrado

TEMA IV Teoria de grafos— p. 1°



RESUMEN

Vertices Aristas _
Ablerto | Nombre

repetidos repetidas

Si Si Si Camino

Si Si No Camino cerrado
Si No Si Recorrido

Si No No Circuito

No No Si Camino simple

No No NoO Ciclo
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Teorema 0.2 Sea(V, £') un grafo no dirigido, yv y w
vertices distintos del mismo, entonces si existe un

recorrido dev a w también existe un camino simple
devaw

Demostracbon

Se trata de eliminar los ciclos incluidos en el
recorrido.
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Definicion 11 Dado un grafoG = (V, E), (dirigido o
no) diremos que el pat’ = (V', E’) es unsubgrafo
siesungrafoy’' C Ey0 # V' CV.

Definicion 12 SiG = (V, F) esun grafo y

G1 = (W1, Ey), Gy = (V;, Es) son dos subgrafos
suyos, se define lanion de los grafos como
siguel7y U Gy = (V1 U Vs, B U Ey) y se define la
interseccioncomoG NGy = (V4 N Vs, By N Ey),
siempre qué/; N Vs #£ (.
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EJEMPLO
La figura nos presenta un gratby un subgrafo suyao

(1.
6 6,
Vv, e, \ /) v,
v, v, v, ‘v,

e, e,

Figura 2:(z; es subgrafo dé/
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Definicion 13 Dado un grafoG' = (V, E) (dirigido o no), diremos que
un subgrafa&; = (V4, E) es unsubgrafo recubridorsiV;, =V

& G,
vV, e, v, \'A v,
e, e e, e, e

e,

Figura 3:(z; es subgrafo recubridor de
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Definicion 14 SeaGG = (V, E') un grafo (dirigido o
no). Si) # U C V, llamaremossubgrafo de¢
iInducido porU al subgrafo cuyos vertices son los ¢
U y que contiene todas las aristas deque unen

vértices dd/. A este subgrafo lo denotamos paér)

G G, G,
Vl el Vz v1 VZ vl el vZ
ez e3 25 ez e3 ez 33
Vs e, V4 Vs Vs

Figura 4.G; no es subgrafo inducido d&, GG Si.
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Definicion 15 Seawv un vértice de un grafo

G = (V, F), dirigido o no.

El subgrafo d&~ denotado porz — v es el grafo
G'=(V',E')dondeV' =V — {v}y

E' = F — { aristas incidentes enj}.

Sie es una arista de un graf¢ = (V, F).

El subgrafoG — e es el grafoG’ = (V’, E’) donde
VI=VyFE =F—{e}.
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Definicion 16 Sea(: un grafo no dirigido com vértices.
Llamaremografo complementariale G, que se denota co@”,
al subgrafo def,, formado por los: vertices d&~ y todas las
aristas dek,, que no estan et&. SiGG = K,, entonceg5° es un
subgrafo com veértices y ninguna arista. A este grafo se le lla

grafo nulo.

(a) (b)

Figura 5: El grafo (a) es complemento del grafo (
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Definicion 17 Dos grafosG; = (V4, Eq) Y

Gy = (Va, Ey) no dirigidos son isomorfos si hay uneé
funcionf: V; — V5 biyectiva con la propiedad de qu
para cada par de vertices, b € Vi, a, b son
adyacentes e, siy solo sif(a), f(b) son
adyacentes etr,.

a b A B
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Definicion 18 Dos vértices: y v de un grafo no
dirigido GG se dice que estarpnectadosi existe un
camino de extremasy v.

Teorema 0.3 SeaG = (V, A) un grafo no dirigido,
enV se define la relacion binaria siguiente:
uCv < u Yy v estan conectados.

La relacionC es una relacion binaria de equivalenc
(RBE).
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Definicion 19 Dado un grafo no dirigiddaz = (V, A), a cada
subgrafo de& determinado por el conjunto de vértices de cada clas
de equivalencia de la relacian se le llamacomponente conexde V'
Definicion 20 Un grafoG = (V, E') no dirigido diremos que es un
grafo conexosi existe un camino simple entre cualquier par de vert
distintos deV'.

Definicion 21 Una aristaa de un grafoG se llamapuentesi al
suprimir a del grafo se obtiene un grafo con mas componentes cor
quegG.

Teorema 0.4 Un grafo conexo tiene una Unica componente conex:

Corolario 0.1 Cada componente conexa de un grafo es un grafo
conexo.
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Definicion 22 SeaG = (V, F/) un grafo no dirigido, dado un vértice
v, se llamagrado del vérticaal numero de aristas incidentes en él. S

existe un lazo, lo contaremos dos veces. Al v3lorgr(v) le

veV
llamaremoggyrado del grafoy se le denota pogr(G)

Teorema 0.5 SiG = (V, F) es un grafo no dirigido, entonces:

Z gr(v) = 2card(FE)
veV
Definicion 23 Dado un vérticev de un grafo dirigidoG, se llama

grado de entradalev y se denota pogr.(v) al nUmero de aristas
cuyo extremo es y se llamagrado de salidadev denotandose por
grs(v) al nUmero de aristas cuyo origen es

Definicidn 24 Siu y v son dos vertices de un grafo dirigido,
llamaremoggyrado del par(u, v) al nUmero de aristas cuyo origen es
y cuyo extremo esy lo denotaremos pajr(u, v).
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Definicion 25 SeaG = (V, F) un grafo no dirigido, un recorrido que
recorra todas las aristas d& se llamarecorrido euleriana Si es un
circuito, sera un circuito euleriano.

Definicion 26 Un grafoG = (V, E') no dirigido se dice que es un
grafo eulerianocuando contiene al menos un recorrido euleriano
cerrado, es decir, un circuito euleriano.

eS e7
v'I e] v2
e6
e, e | e
2 2y v,
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Teorema 0.6 (de Euler) Un grafoG = (V, A) no dirigido, sin
vértices aislados, cod # () es un grafo euleriano si y sélo si es
conexo y todos sus vertices tienen grado par.

Corolario 0.2 SiG es un grafo no dirigido, conexo y sin vertices
aislados, podemos construir un recorrido eulerianoesi y solo SiG
es conexo y tiene exactamente 2 vertices de grado impar.

Teorema 0.7 SeaGG = (V, E') un grafo dirigido y sin vértices
aislados. El grafo tiene un circuito euleriano dirigido si y sola’ses
conexo Wv € V se cumpleyr.(v) = grs(v)
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Definicion 27 Diremos que un ciclo en un grafa, dirigido o no, es
un ciclo hamiltonianosi contiene cada vértice d& exactamente una
vez, excepto los extremos, que son el mismo vérticeabhno
hamiltoniano es un camino simple (no un ciclo) deque contiene
todos los vértices.

Teorema 0.8 Un grafo K dirigido completo contiene siempre un
camino hamiltoniano (dirigido).

TEMA IV Teoria de grafos— p. 31




1. SiG tiene un ciclo hamiltoniano, entonces

2.

Vv € V se cumple quer(v) > 2

Siv € Vygr(v) =2, entonces las dos aristas
Incidentes con deben aparecer en cualquier
ciclo hamiltoniano.

. Siv e Vygr(v) > 2, cuando tratamos de

construir un ciclo hamiltoniano, una vez que
hemos pasado por el vérticedejamos de tener
en cuenta las aristas no utilizadas e incidentes
(O

. Al construir un ciclo hamiltoniano para, no

podemos obtener un ciclo para un subgrafa-de
a menos gque contenga todos los vertice&/de
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(a) (b)

Figura 6: Grafo no hamiltoniano
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Definicion 28 Un grafo (dirigido o no)G = (V, F) diremos que es
plano si podemos dibujarlo en el plano de modo que sus aristas s¢
Intersecan en vértices de. Al dibujo le llamaremosmersionde G

en el plano.

Figura 7: El grafo plands<; no es plano

TEMA IV Teoria de grafos— p. 37



Definicion 29 SeaG = (V, F) un grafo no dirigido sin lazos, tal que
E +# (). Unasubdivision elementatle G es un nuevo grafo, obtenido
cuando eliminamos una aristéy, w} deG, y, dadou ¢ V se
construye el grafd’ = (V U {u}, (F — {v,w}) U {{v,u},{u, w}})
Definicion 30 Dos grafos no dirigidos sin lazas; = (Vi, E1) y

Go = (Va, Es), diremos que sohomeomorfossi son isomorfos o sSi
ambos se pueden obtener del mismo grafo no dirigido y sin lazocr
una sucesion de subdivisiones elementales.

Teorema 0.9 (de Kuratowski) Un grafo no es plano siy solo si
contiene un subgrafo que es homeomorfe:0 a K3 3
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G H
B B
A C
E D

H
B
A C
A B c
E D
E D
H G G F

Figura 8: 4 grafos homeomorfos no isomorfos
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Teorema 0.10 SeaG = (V, F) un grafo (dirigido o no) plano y
conexo, conV| =mYy |E| = n. Sear el nUmero de regiones en el

plano determinadas por una inmersion (representacion plana)y de
entoncesn —n +r = 2.
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4.2.1Arboles no dirigidos

Definicion 31 Un arbol T es un grafo simple que satisface la
siguiente propiedad: Si y w son vértices dé€’, entonces existe un
unico camino simple que uney w.

Teorema 0.11 Si G es un grafo com vertices, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) G es un arbol
) G es conexo Yy no posee ciclos
i) G es conexoy tiene — 1 aristas

IV) G no tiene ciclos y tiena — 1 aristas
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Definicion 32 A esarbol generadordel grafoG si A
es un arbol y es subgrafo recubridor de

Teorema 0.12 Todo grafo conexo posee un arbol
generador.
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ALGORITMO:
Si G es un grafo conexo caomvertices:

Paso 1: Elegir un vérticev de G y considerar el arbc
A, formado solo pow.

Paso 2: Paraz = 2, ...,n formar el arbol4; a partir
de A,_, eligiendo un vertice dé&' gue no sea
vertice deA,_; tal qgue esté conectado con algu

vertice deA;_; por una arista, y anadiendo esa
arista.

Paso 3: El arbol A,, asi obtenido es arbol generadc
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EJEMPLO

V;
€,
\% S vV,
€,
V, v,
€s
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Definicion 33 Dado un grafo conex¢: = (V, E),
unafuncion de costees una funcion definida

fE — IR".

PROBLEMA

Hallar un subgrafd@s’ generador dé/, G' = (V', E')
tal que el coste total d&’ definido por

f(G") = f(a) sea minimo.

e’c k'’
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ALGORITMO DE PRIM

Paso 1: Elegir un vérticev deG' y considerar el arbc
A, formado so6lo pow.

Paso 2: Para: = 2, ..., n formar el arbolA4; a partir
de A,_; eligiendo un vertice dé&' que no sea
vertice deA,_; tal que esté conectado con algu
vertice deA,_; por una arista de coste minimo
entre todas las posibles, y anadiendo esa aris

Paso 3: El arbol A,, asi obtenido es arbol generadc
de coste minimo.
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EJEMPLO

Vv 1 V, V
(Q\| —_
Vv L V, L V

Coste=1+2+4+1+1+1=6
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ALGORITMO DE KRUSKAL

Paso 1: Se selecciona una arista de coste minime: (vy,vs) Yy
se construye el subgrate, = (V; = {v, v}, E1 = {e1}).

Paso 2. Paras = 2,...,n — 2 tenemos seleccionadas las aris
FE;_, seleccionamos una arista= {u, w} de modo que
con las aristas anteriores no forme ciclo y su peso sea |
menor posible. Se construye el subgrafo

Gi={V, =V, U{u,w}, E; = Ey_1UA{e;}).

Paso 3 Haceri = ¢+ 1. Si7 = n — 1 el subgrafo obtenido en ¢
pPaso anterior es conexo, tien&értices yn — 1 aristas y e
un arbol recubridor de coste minimo.:St n — 1
volvemos al paso 2.
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EJEMPLO

Vv 1 V, Vv
Vv L V, L V

Coste=1+1+4+1+1+2=6
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Definicion 34 Un vérticev de un grafo dirigido se
dice que es unaeaiz si todos los veértices del grafo sc

accesibles desde

Definicion 35 Un arbol con raizes un grafo dirigido
tal que posee unaraiz y el grafo no dirigido asocia
es un arbol.

Representacon
Convenio:

1. El vertice superior es la raiz.

2. Siun verticeu es hijo de otro vertice, se
representa por debajo de uniendo ambos con

un segmento.
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EJEMPLO
V, S =®
v\e‘ :@

€,

0

A

OIRORC

Figura 9: Arbol dirigido y su representacion por ct
venio
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Definicion 36 SeanGz; = (V;, A;) cont = 1,2,...,n n arboles
dirigidos, cuyas raices son, y tales que, si # j, A;NA; =0y
V;NV; = (. Se llamaarbol sumade los arboles7,, G, ...G, Y
se denota pofi = EB G, =G, &Gy ® G, al arbol

1=1

G = (V,A) donde
V=ViuV,U-.-UV, U {r} siendor un vertice tal que

r ¢ U V.

=1
A=A UAU---UA,U{a,as,...,a,} siendoa; aristas
gue unen conr;.
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EJEMPLO Tres monedas tienen la misma aparier
pero una de ellas tiene distinto peso. Se dispone t:
solo de una balanza de platillos sin pesas.
Plantee el arbol de decision del problema de enco
la moneda diferente.

M;:M,
M,:M, M, M,:M,
1 2 M, M, M,

>
M M M,
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EJEMPLO Debemos ordenar con un cierto criteric
tres elementos, b, c.
Plantee el arbol de decision del problema.

¢a>b?
Si No
¢b>c? ¢b>c?
No Si No Si
¢a>c? a>b>c c>b>a ¢a>c?
Si No Si No
a>c>b c>a>b b>a>c b>c>a
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