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4.1 Grafos
4.1.1 Introducción
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Figura 1: Grafo equivalente al Mapa de carreteras
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4.1.2 Definiciones básicas

Definición 1 SeaV un conjunto finito no vacío a cuyos

elementos llamaremosvérticesy seaE un conjunto de pares no

ordenados deV a cuyos elementos llamaremosaristas, al par

(V,E) le llamaremosgrafo no dirigido.

Si una aristae ∈ E está asociada a los vérticesv y w

escribiremose = {v, w}. Podría ocurrir quev = w.

Un vértice puede estar asociado a0 aristas, pero toda arista une

uno o dos vértices.

Cuando dos vértices están asociados a una arista se dice que son

adyacentes, y a ellos se les llamaextremosde la arista.
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4.1.2 Definiciones básicas
En el ejemplo anterior el conjunto de vértices sería

V = { Salinas, Luanco, Pravia, Gijón, Villaviciosa, Grado, Posada,

Nava, Trubia, Oviedo}

y el conjunto de aristas queda descrito a continuación:

e1 = {Salinas, Luanco}

e2 = {Salinas, Pravia}

e3 = {Gijón, Luanco}

e4 = {Pravia, Gijón}

e5 = {V illaviciosa, Gijón}

e6 = {Grao, Pravia}

e7 = {Posada, Gijón}

e8 = {Nava, V illaviciosa}

e9 = {Grao, Posada}

e10 = {Nava, Posada}

e11 = {Grao, Trubia}

e12 = {Trubia, Oviedo}

e13 = {Oviedo, Posada}
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4.1.2 Definiciones básicas

e1

e3

e4

e2

e6

e5

e7

v1

v2 v3

v6

v4

v5

La asignación de vértices a

aristas es la siguiente:

e1 = (v2, v1)

e2 = (v2, v5)

e3 = (v2, v3)

e4 = (v3, v2)

e5 = (v6, v3)

e6 = (v6, v4)

e7 = (v6, v6)

La aristae1 se asocia al par ordenado(v2, v1) y se dice quev2 es el

origen yv1 el extremo.

La aristae7 se asocia al par ordenado(v6, v6) y en este caso, el origen

y el extremo coinciden. Se llamalazo.
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4.1.2 Definiciones básicas
Definición 2 Los grafos (dirigidos o no) que no tienen lazos ni más de

una arista adyacente al mismo par de vértices se llamangrafos simples

Definición 3 Un grafo completo, Kn, conn vértices es un grafo

simple no dirigido en el que existe una arista uniendo cada par de

vértices distintos.

Definición 4 Un grafo conn vértices y dirigido se dicegrafo dirigido

completocuando es simple y para cada par de vérticesu, v existe

exactamente una de las aristas(u, v) ó (v, u). A dichos gráficos se les

denota porK∗

n.
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4.1.2 Definiciones básicas
Definición 5 Un grafoG = (V, E) diremos que es ungrafo bipartido

si se puede dividir el conjunto de vértices en dos subconjuntos

V = V1 ∪ V2, tales que son disjuntos,V1 ∩ V2 = ∅, y cada arista deE

es incidente en una deV1 y una deV2.

Definición 6 Un grafo bipartido se dice que es completo si cada

vértice deV1 está unido con cada vértice deV2. En este caso, si

|V1| = m, |V2| = n, el grafo obtenido se denota conKm,n

Definición 7 Dado un grafoG = (V, E), conV = {v1, v2, . . . , vn} y

E = {a1, a2, . . . , as}, se llamamatriz de adyacenciaa una matriz

A(G) = {aij}n×n tal que:

aij =







1 si existe una arista que unevi y vj

0 si no existe arista entrevi y vj
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4.1.2 Definiciones básicas
EJEMPLO

Obtener la matriz de adyacencia del grafo de la figura

v1
v2

v3 v4

e1

e2 e3

e4

e5
A =









0 1 1 0

1 0 1 1

1 1 0 1

0 1 1 0








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4.1.2 Definiciones básicas
Definición 8 Dado un grafoG con vérticesV = {v1, v2, . . . , vn} y

aristasE = {e1, e2, . . . , ep}, se llamamatriz de incidenciaa una

matrizM(G) den filas yp columnas cuyos elementos son:

mij =







1 si la aristaej incide en el vérticevi

0 si la aristaej no incide en el vérticevi

EJEMPLO: Calcúlese la matriz de incidencia del grafo de la figura

v1
v2

v3 v4

e1

e2 e3

e4

e5 M =















1 1 0 0 0

1 0 1 0 1

0 1 1 1 0

0 0 0 1 1














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4.1.3 Caminos y recorridos
Definición 9 Seanv y w dos vértices de un grafo no dirigido, no

necesariamente distintos, uncaminoenG es una sucesión de vértices

y aristas:

v = v0, e1, v1, e2, v2, ..., en, vn = w

tal que los extremos de la aristaei son los vérticesvi−1 y vi,

∀i = 1, ..., n.

Si el grafo es simple, dado que la arista que une dos vértices es única,

se suele escribir sólo la sucesión de vértices,

v = v0, v1, v2, ..., vn−1, vn = w

Al númeron de aristas se le llamalongitud del camino, a v y w se les

llama extremos del camino, y a los vérticesvi coni = 1, ..., n − 1

vértices interiores del camino.

Cuandov = w se dice que es uncamino cerrado.
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4.1.3 Caminos y recorridos
EJEMPLO

v1
v2

v3 v4

e1

e2 e3

e4

Un camino, por ejemplo, sería la sucesión:

v1, e2, v3, e4, v4

que tiene longitud 2 y extremosv1 y v4.

Un camino puede repetir aristas o vértices. Otro camino posible sería:

v2, e3, v3, e4, v4, e4, v3, e2, v1

de longitud 4. Sus extremos sonv2 y v1.
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4.1.3 Caminos y recorridos
Teorema 0.1 SiA es la matriz de adyacencia de un
grafo simple la entradai, j de la matrizAn es igual al
número de caminos de longitudn que existen entre el
vérticei y el vérticej.
Definición 10 Dado un camino de extremosv y w, en
un grafo no dirigido(V, E), si no se repite ninguna
arista diremos que es unrecorrido.
Un recorrido cerrado, es decir, un recorrido tal que
v = w será uncircuito.
Cuando ningún vértice del grafo se repite en un
camino, se dice que es uncamino simple.
Si el único vértice que se repite es el extremo se dice
ciclo o camino simple cerrado.
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4.1.3 Caminos y recorridos
RESUMEN

Vértices

repetidos

Aristas

repetidas
Abierto Nombre

Sí Sí Sí Camino

Sí Sí No Camino cerrado

Sí No Sí Recorrido

Sí No No Circuito

No No Sí Camino simple

No No No Ciclo
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4.1.3 Caminos y recorridos

Teorema 0.2 Sea(V, E) un grafo no dirigido, yv y w
vértices distintos del mismo, entonces si existe un
recorrido dev a w también existe un camino simple
dev a w

Demostracíon
Se trata de eliminar los ciclos incluidos en el
recorrido.
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4.1.4 Subgrafos, complementos e
isomorfismos de grafos
Definición 11 Dado un grafoG = (V, E), (dirigido o
no) diremos que el parG′ = (V ′, E ′) es unsubgrafo
si es un grafo yE ′ ⊆ E y ∅ 6= V ′ ⊆ V .
Definición 12 SiG = (V, E) es un grafo y
G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) son dos subgrafos
suyos, se define launión de los grafos como
sigue:G1 ∪ G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2) y se define la
interseccióncomoG1 ∩ G2 = (V1 ∩ V2, E1 ∩ E2),
siempre queV1 ∩ V2 6= ∅.
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4.1.4 Subgrafos, complementos e
isomorfismos de grafos
EJEMPLO
La figura nos presenta un grafoG y un subgrafo suyo
G1.

v2

v3 v4

e3

e4

e5

v1 v2

v3 v4

e1

e2 e3

e4

e5

G G1

Figura 2:G1 es subgrafo deG
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4.1.4 Subgrafos, complementos e
isomorfismos de grafos
Definición 13 Dado un grafoG = (V, E) (dirigido o no), diremos que

un subgrafoG1 = (V1, E1) es unsubgrafo recubridorsi V1 = V

v1 v2

v3 v4

e1

e2 e3

e4

e5

G G1

v1 v2

v4

e1

e2 e3

e4

e5

v1 v2

v4

e2 e3

e4

Figura 3:G1 es subgrafo recubridor deG
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4.1.4 Subgrafos, complementos e
isomorfismos de grafos
Definición 14 SeaG = (V, E) un grafo (dirigido o
no). Si∅ 6= U ⊆ V , llamaremossubgrafo deG
inducido porU al subgrafo cuyos vértices son los de
U y que contiene todas las aristas deG que unen
vértices deU . A este subgrafo lo denotamos por〈U〉

v1
v1v2

v2

v3 v3
v4

e1
e1

e2
e2e3

e3

e4

e5

G G2
G1

v1
v1v2

v2e1
e1

e2
e2e3

e3

e4

v1 v2

e2 e3

v3

Figura 4:G1 no es subgrafo inducido deG, G2 sí.
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4.1.4 Subgrafos, complementos e
isomorfismos de grafos
Definición 15 Seav un vértice de un grafo

G = (V, E), dirigido o no.

El subgrafo deG denotado porG − v es el grafo

G′ = (V ′, E ′) dondeV ′ = V − {v} y

E ′ = E − { aristas incidentes env}.

Si e es una arista de un grafoG = (V, E).

El subgrafoG − e es el grafoG′ = (V ′, E ′) donde

V ′ = V y E ′ = E − {e}.
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4.1.4 Subgrafos, complementos e
isomorfismos de grafos
Definición 16 SeaG un grafo no dirigido conn vértices.

Llamaremosgrafo complementariodeG, que se denota conGc,

al subgrafo deKn formado por losn vértices deG y todas las

aristas deKn que no están enG. SiG = Kn entoncesGc es un

subgrafo conn vértices y ninguna arista. A este grafo se le llama

grafo nulo.

(a) (b)

Figura 5: El grafo (a) es complemento del grafo (b)
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4.1.4 Subgrafos, complementos e
isomorfismos de grafos
Definición 17 Dos grafosG1 = (V1, E1) y
G2 = (V2, E2) no dirigidos son isomorfos si hay una
funciónf : V1 → V2 biyectiva con la propiedad de que,
para cada par de vérticesa, b ∈ V1, a, b son
adyacentes enG1 si y sólo sif(a), f(b) son
adyacentes enG2.

a b

c d

e
E

A B

C D
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4.1.5 Grafos conexos
Definición 18 Dos vérticesu y v de un grafo no
dirigido G se dice que estánconectadossi existe un
camino de extremosu y v.
Teorema 0.3 SeaG = (V, A) un grafo no dirigido,
enV se define la relación binaria siguiente:

uCv ↔ u y v están conectados.
La relaciónC es una relación binaria de equivalencia
(RBE).
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4.1.5 Grafos conexos
Definición 19 Dado un grafo no dirigidoG = (V, A), a cada

subgrafo deG determinado por el conjunto de vértices de cada clase

de equivalencia de la relaciónC se le llamacomponente conexadeV

Definición 20 Un grafoG = (V, E) no dirigido diremos que es un

grafo conexosi existe un camino simple entre cualquier par de vértices

distintos deV .

Definición 21 Una aristaa de un grafoG se llamapuentesi al

suprimira del grafo se obtiene un grafo con más componentes conexas

queG.

Teorema 0.4 Un grafo conexo tiene una única componente conexa.

Corolario 0.1 Cada componente conexa de un grafo es un grafo

conexo.

TEMA IV Teorı́a de grafos– p. 26/??



4.1.6 Grado de un vértice
Definición 22 SeaG = (V, E) un grafo no dirigido, dado un vértice

v, se llamagrado del vérticeal número de aristas incidentes en él. Si

existe un lazo, lo contaremos dos veces. Al valor
∑

v∈V

gr(v) le

llamaremosgrado del grafoy se le denota porgr(G)

Teorema 0.5 SiG = (V, E) es un grafo no dirigido, entonces:
∑

v∈V

gr(v) = 2card(E)

Definición 23 Dado un vérticev de un grafo dirigidoG, se llama

grado de entradadev y se denota porgre(v) al número de aristas

cuyo extremo esv y se llamagrado de salidadev denotándose por

grs(v) al número de aristas cuyo origen esv.

Definición 24 Siu y v son dos vértices de un grafo dirigido,

llamaremosgrado del par(u, v) al número de aristas cuyo origen esu

y cuyo extremo esv y lo denotaremos porgr(u, v).
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4.1.7 Recorridos y Circuitos Eu-
lerianos
Definición 25 SeaG = (V, E) un grafo no dirigido, un recorrido que

recorra todas las aristas deE se llamarecorrido euleriano. Si es un

circuito, será un circuito euleriano.

Definición 26 Un grafoG = (V, E) no dirigido se dice que es un

grafo eulerianocuando contiene al menos un recorrido euleriano

cerrado, es decir, un circuito euleriano.

e
1

e
2

e
3

e
4

e
5

e
7e

8

e
6

V
5

V
2V

1

V
4V

3

v1 v2

v3 v4

e1

e2
e3

e4

e5

v5

e7e8

e6

v6

e9 e10
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4.1.7 Recorridos y Circuitos Eu-
lerianos

Teorema 0.6 (de Euler) Un grafoG = (V, A) no dirigido, sin

vértices aislados, conA 6= ∅ es un grafo euleriano si y sólo si es

conexo y todos sus vértices tienen grado par.

Corolario 0.2 SiG es un grafo no dirigido, conexo y sin vértices

aislados, podemos construir un recorrido euleriano enG si y sólo siG

es conexo y tiene exactamente 2 vértices de grado impar.

Teorema 0.7 SeaG = (V, E) un grafo dirigido y sin vértices

aislados. El grafo tiene un circuito euleriano dirigido si y sólo siG es

conexo y∀v ∈ V se cumple:gre(v) = grs(v)
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4.1.7 Recorridos y Circuitos Eu-
lerianos
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4.1.8 Caminos y Ciclos Hamilto-
nianos
Definición 27 Diremos que un ciclo en un grafoG, dirigido o no, es

unciclo hamiltonianosi contiene cada vértice deG exactamente una

vez, excepto los extremos, que son el mismo vértice. Uncamino

hamiltonianoes un camino simple (no un ciclo) deG que contiene

todos los vértices.

Teorema 0.8 Un grafoK∗

n dirigido completo contiene siempre un

camino hamiltoniano (dirigido).
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4.1.8 Caminos y Ciclos Hamilto-
nianos

1. SiG tiene un ciclo hamiltoniano, entonces
∀v ∈ V se cumple quegr(v) ≥ 2

2. Siv ∈ V y gr(v) = 2, entonces las dos aristas
incidentes conv deben aparecer en cualquier
ciclo hamiltoniano.

3. Siv ∈ V y gr(v) > 2, cuando tratamos de
construir un ciclo hamiltoniano, una vez que
hemos pasado por el vérticev, dejamos de tener
en cuenta las aristas no utilizadas e incidentes con
v.

4. Al construir un ciclo hamiltoniano paraG, no
podemos obtener un ciclo para un subgrafo deG
a menos que contenga todos los vértices deG.
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4.1.8 Caminos y Ciclos Hamilto-
nianos

a x
b y

d yg

h y

i x

j
y

c y
f y

e x

x

(a) (b)

Figura 6: Grafo no hamiltoniano
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4.1.9 Grafos Planos
Definición 28 Un grafo (dirigido o no)G = (V, E) diremos que es

plano si podemos dibujarlo en el plano de modo que sus aristas sólo se

intersecan en vértices deG. Al dibujo le llamaremosinmersióndeG

en el plano.

a

b

c

de

Figura 7: El grafo planoK5 no es plano
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4.1.9 Grafos Planos
Definición 29 SeaG = (V, E) un grafo no dirigido sin lazos, tal que

E 6= ∅. Unasubdivisión elementaldeG es un nuevo grafo, obtenido

cuando eliminamos una arista,{v, w} deG, y, dadou /∈ V se

construye el grafoG′ = (V ∪ {u}, (E − {v, w}) ∪ {{v, u}, {u, w}})

Definición 30 Dos grafos no dirigidos sin lazosG1 = (V1, E1) y

G2 = (V2, E2), diremos que sonhomeomorfossi son isomorfos o si

ambos se pueden obtener del mismo grafo no dirigido y sin lazosG por

una sucesión de subdivisiones elementales.

Teorema 0.9 (de Kuratowski) Un grafo no es plano si y sólo si

contiene un subgrafo que es homeomorfo aK5 ó aK3,3
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4.1.9 Grafos Planos

A

G

B

H

C

E D

A

G

B

H

C

E D

A

A

B

C

E D

A

F

B

H

C

E D

G

Figura 8: 4 grafos homeomorfos no isomorfos
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4.1.9 Grafos Planos
Teorema 0.10 SeaG = (V, E) un grafo (dirigido o no) plano y

conexo, con|V | = m y |E| = n. Sear el número de regiones en el

plano determinadas por una inmersión (representación plana) deG,

entoncesm − n + r = 2.
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4.2 Árboles
4.2.1Árboles no dirigidos
Definición 31 Un árbol T es un grafo simple que satisface la

siguiente propiedad: Siv y w son vértices deT , entonces existe un

único camino simple que unev y w.

Teorema 0.11 SiG es un grafo conn vértices, las siguientes

condiciones son equivalentes:

i) G es un árbol

ii) G es conexo y no posee ciclos

iii) G es conexo y tienen − 1 aristas

iv) G no tiene ciclos y tienen − 1 aristas
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4.2.1 Árboles no dirigidos
Definición 32 A esárbol generadordel grafoG si A
es un árbol y es subgrafo recubridor deG.
Teorema 0.12Todo grafo conexo posee un árbol
generador.
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4.2.1 Árboles no dirigidos
ALGORITMO:
Si G es un grafo conexo conn vértices:

Paso 1: Elegir un vérticev deG y considerar el árbol
A1 formado sólo porv.

Paso 2: Parai = 2, . . . , n formar el árbolAi a partir
deAi−1 eligiendo un vértice deG que no sea
vértice deAi−1 tal que esté conectado con algún
vértice deAi−1 por una arista, y añadiendo esa
arista.

Paso 3: El árbolAn así obtenido es árbol generador.
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4.2.1 Árboles no dirigidos
EJEMPLO

V
1

V
5

V
2

V
3 V

4

e
3

e
8

e
5

e
7
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4.2.2 Grafos con coste
Definición 33 Dado un grafo conexoG = (V, E),
unafunción de costees una función definida
f : E → IR+.
PROBLEMA
Hallar un subgrafoG′ generador deG, G′ = (V ′, E ′)
tal que el coste total deG′ definido por

f(G′) =
∑

e′∈E′

f(a) sea mínimo.
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4.2.2 Grafos con coste
ALGORITMO DE PRIM
Paso 1: Elegir un vérticev deG y considerar el árbol

A1 formado sólo porv.

Paso 2: Parai = 2, . . . , n formar el árbolAi a partir
deAi−1 eligiendo un vértice deG que no sea
vértice deAi−1 tal que esté conectado con algún
vértice deAi−1 por una arista de coste mínimo
entre todas las posibles, y añadiendo esa arista.

Paso 3: El árbolAn así obtenido es árbol generador
de coste mínimo.
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4.2.2 Grafos con coste
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Coste=1 + 2 + 1 + 1 + 1 = 6
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4.2.2 Grafos con coste
ALGORITMO DE KRUSKAL

Paso 1: Se selecciona una arista de coste mínimoe1 = (v1, v2) y

se construye el subgrafoG1 = (V1 = {v1, v2}, E1 = {e1}).

Paso 2: Parai = 2, . . . , n − 2 tenemos seleccionadas las aristas

Ei−1 seleccionamos una aristaei = {u,w} de modo que

con las aristas anteriores no forme ciclo y su peso sea lo

menor posible. Se construye el subgrafo

Gi = ({Vi = Vi−1 ∪ {u,w}, Ei = E1−1 ∪ {ei}).

Paso 3 Haceri = i + 1. Si i = n − 1 el subgrafo obtenido en el

paso anterior es conexo, tienen vértices yn − 1 aristas y es

un árbol recubridor de coste mínimo. Sii < n − 1

volvemos al paso 2.
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4.2.2 Grafos con coste
EJEMPLO
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Coste=1 + 1 + 1 + 1 + 2 = 6
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4.2.3 Árboles dirigidos
Definición 34 Un vérticev de un grafo dirigido se
dice que es unaraízsi todos los vértices del grafo son
accesibles desdev.
Definición 35 Un árbol con raízes un grafo dirigido
tal que posee una raíz y el grafo no dirigido asociado
es un árbol.
Representacíon
Convenio:

1. El vértice superior es la raíz.

2. Si un vérticeu es hijo de otro vérticev, se
representau por debajo dev uniendo ambos con
un segmento.
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4.2.3 Árboles dirigidos
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Figura 9: Árbol dirigido y su representación por con-

venio
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4.2.3 Árboles dirigidos
Definición 36 SeanGi = (Vi, Ai) coni = 1, 2, . . . , n n árboles

dirigidos, cuyas raíces sonri, y tales que, sii 6= j, Ai ∩Aj = ∅ y

Vi ∩ Vj = ∅. Se llamaárbol sumade los árbolesG1, G2, ...,Gn y

se denota porG =
n

⊕

i=1

Gi = G1 ⊕ G2 ⊕ Gn al árbol

G = (V,A) donde

V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn ∪ {r} siendor un vértice tal que

r /∈
n

⋃

i=1

Vi

A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∪ {a1, a2, . . . , an} siendoai aristas

que unenr conri.
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4.2.3 Árboles dirigidos
EJEMPLO Tres monedas tienen la misma apariencia
pero una de ellas tiene distinto peso. Se dispone tan
solo de una balanza de platillos sin pesas.
Plantee el árbol de decisión del problema de encontrar
la moneda diferente.

>

> >

=

= =

<

< <

M :M1 2

M :M1 3 M3 M :M2 3

M2
M1 M1

M2 M1
M1
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4.2.3 Árboles dirigidos
EJEMPLO Debemos ordenar con un cierto criterio
tres elementosa, b, c.
Plantee el árbol de decisión del problema.

¿a>b?

¿b>c?

Si No

¿b>c?

Si

Si Si

SiNo

No No

No

a>b>c¿a>c? ¿a>c?

a>c>b b>a>cc>a>b b>c>a

c>b>a
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