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Teoria de Grafos

m [os grafos son estructuras discretas que aparecen ubicuamente
en cada disciplina donde se requiere modelar algo.

m  En general los grafos son mapas conceptuales que ayudan a
representar el conocimiento.

m [os grafos tiene muchas aplicaciones en problemas de
ingenieria, computacion, biologia, fisica, urbanismo,
comunicaciones, economia, redes sociales, entre muchas otras.



Teoria de Grafos (cont.)

m Aplicaciones de los grafos:

Internet y los protocolos de comunicaciones (TCP/IP, SMTP,
FTP, routers, etc.)

Diseno de redes de comunicaciones y transporte (redes
computacionales, carreteras, aguas, electricidad,
telecomunicaciones, aviacion, satelites, aero-espacial, flotas de
vehiculos, etc.)

Estructura de datos
Algoritmos computacionales
Navegador GPS (Google Maps)



Teoria de Grafos (cont.)

m Aplicaciones de los grafos:

Economia (bolsa, transacciones econdmicas, modelos de
mercado, etc.)

Empresa (localizacion, estrategia, teoria de juegos, analisis de
la competencia, logistica, CRM, ERP, MRP, scheduling,
esquema organizacional, etc.)

Redes sociales (Facebook, Skype, MSN)
Politica y marketing
Seguridad y prevencion del terrorismo

Inteligencia militar



Teoria de Grafos (cont.)

m Aplicaciones de los grafos:
Ocio (video juegos, simulacion e IA)
Domotica, robodtica, automatizacion, control y gestion de redes,
etc.

La Web (es un grafo cuya estructura cambia cada segundo)
Web semantica

Investigacion médica, biogenética (secuenciacion ADN)
Biologia, medio-ambiente, cambio climatico

Arboles genealdgicos



Propiedades de los Grafos

m  Adyacencia. Dos aristas son adyacentes si tienen un vértice en
comun, y dos vertices son adyacentes s1 una arista los une.

m Incidencia. Una arista es incidente a un vertice si1 ésta lo une a
otro.

m  Ponderacion. Corresponde a una funcion que asocia a cada
arista un valor (costo, peso, longitud, etc.), para aumentar la
expresividad del modelo.

m  Etiquetado. Distincion que se hace a los vertices y/o aristas
mediante una marca que los hace univocamente distinguibles
del resto.



., Qué es un grafo?

m  Un grafo G consiste en un conjunto no vacio de vértices o
nodos /'y un conjunto de arcos o aristas £ = G = (V,E).

Grafo del griego grafos: dibujo, imagen.
m (Cada e € E tiene un par (v,,v,) € V' x V asociado; es decir, e
conecta v, con v,.
m FElorden del grafo G a su numero de vértices = G = |V].

m  FElgrado de un vértice o nodo v € V es 1gual al nimero de
arcos o aristas que lo tienen como extremo.



;Que es un grafo? (cont.)

m  Vértices (Nodos). Elementos (objetos) que forman un grafo.
Cada uno lleva asociada un grado caracteristico segun la
situacion, que se corresponde con la cantidad de arcos o
aristas que confluyen en dicho vértice.

B Arcos o Aristas. Relaciones entre los elementos que forman
el grafo. Existen los siguientes tipos:
Ramas. Arco o arista que unen un vértice con otro.

Paralelas (multiples). Arcos o aristas conjuntas si el vértice
inicial y final son el mismo.

Ciclicas (lazo, bucle). Arco o arista que el vértice inicial y
final es el mismo.



;Que es un grafo? (cont.)

m  Un grafo ponderado G = (V,E,w) es un grafo en el que a cada

arco o arista e € E se le asocia un peso w(e) € R.

En un grafo dirigido, un vértices es adyacente a otro s1 estan
conectados por un arco (cola — cabeza), donde el vértice
cabeza es adyacente al vértice cola.

En tal caso, el vértices cola es incidente al vértice cabeza.

En un grafo no dirigido, dos vértices son adyacentes s1 estan
conectados por una arista.

En tal caso, cada uno de estos vértices es incidente a dicha
arista.



Grafos Dirigidos

m  Un grafo dirigido o digrafo G consiste en un conjunto no
vacio de vértices 'y un conjunto de arcos £ = G = (V.E).

Los vértices se denominan también nodos o puntos.

Los arcos pueden llamarse arcos dirigidos o lineas dirigidas.

m  Un arco es un par ordenado de vertices (v,w); donde v es la
cola (nodo 1nicial) y w es la cabeza (nodo terminal) del arco.

El arco (v,w) se expresa a menudo como v — w, y se

representa como:

Se dice que el arco v — w vade vaw, y que w es adyacente o
vecino a .

Se dice que el arco v — w es incidente en el vértice v. 10



Grafos Dirigidos (cont.)

m  Cuando un arco es un par ordenado de vertices 1dénticos se

llama lazo, bucle o arco ciclico, arco que une un vértice
CoOnsigo mismo.

El lazo (v,v) se expresa a menudo como v — v, y se representa

CcOmo:; @

Se dice que el arco v — vvade vav,y que v es adyacente a v.
Se dice que el arco v — v es incidente en el vértice v.
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Grafos Dirigidos (cont.)

m FElgrado de entrada (interno) de v es el numero de arcos que
tienen como nodo terminal a v y se denota por g-(v).
m FEl grado de salida (externo) de v es el nimero de arcos que
tienen como nodo inicial a v y se denota por g*(v).
Sea G = (V,E) un grafo dirigido, entonces ),,.y, g~ (V) =
ZveV g+(v) = |E|
{2 g()=0 g"(1)=2
gR2)=2 g @2)=1
R R
g3)= g -
g 0 g(5)=0 g°(5)=0
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Grafos Dirigidos (cont.)

m Los vertices de un grafo dirigido pueden usarse para
representar objetos, y los arcos para representar relaciones
entre los objetos.

m Los grafos pueden clasificarse en:

»  Grafo simple
»  Multigrafo
» Pseudografo

13



Grafos Dirigidos (cont.)

m  Un grafo simple G = (V,E) estd compuesto por un conjunto no
vacio de vertices 'y un conjunto de arcos £, donde se tiene
un conjunto de pares de elementos distintos de V.

V=1{1,23,4}
E=1(1,2),(1,3),(2,4),(3,2),(4,3) }
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Grafos Dirigidos (cont.)

Un multigrafo G = (V,E) estd compuesto por un conjunto no
vacio de vertices /'y un conjunto de arcos £ en el que se
permite que haya arcos multiples (arcos paralelos, aquellos
que conectan el mismo par de vértices).

V=1{1,2734}
E={(1,2),(1,2),(1,3),(2,4),(3,2),(4,3)}
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Grafos Dirigidos (cont.)

Un pseudografo G = (V,E) esta compuesto por un conjunto no
vacio de vertices /'y un conjunto de arcos £ en el que se
permite que haya arcos multiples (arcos paralelos) y lazos
(arcos ciclicos).

V=1{1,2734}
E={(1,2),(1,2),(1,3),(2,4),(3,2),(3,3),(4,3) }

Q=0
(&

16



Grafos Dirigidos (cont.)

m  Un grafo simple G = (V,E) es un pseudografo en el que no se
permite que haya arcos multiples ni lazos.

m  Un multigrafo G = (V,E) es un pseudografo en el que se
permite que haya arcos multiples.

17



Grafos Dirigidos (cont.)

m  Un camino o cadena en un grafo dirigido es una secuencia de

vertices vy, vy, ..., v, talque vi = vy, v, = vy, L,V — V)
son arcos.
Este camino va del vértice v, al vértice v,, pasando por los
VETICES Vy, V3, ...y V, |-

La longitud de un camino es el nimero de arcos en ese
camino, en este caso, n — 1.

Se pueden repetir vértices y arcos.

Como caso especial, un vertice sencillo v, por si mismo denota
un camino de longitud 0 de v a v s1 no tiene lazos.

18



Grafos Dirigidos (cont.)

m  Un camino simple es un camino en donde todos los arcos son
distintos (se pueden repetir vertices).

m  Un circuito es un camino simple cerrado de longitud por lo
menos uno, es decir, que empieza y termina en el mismo
vértice (se pueden repetir vertices).

m  Un camino elemental es un camino simple en donde todos los
vertices son distintos, excepto tal vez el primero y el altimo.

m  Un ciclo es un camino elemental cerrado de longitud por lo
menos uno, es decir, que empieza y termina en el mismo
vertice.

19



Grafos Dirigidos (cont.)

m Enclgrafo G=(V,E),donde V= {1,234} y E= {(1,2),(1,3),
(2,4),(3,2),(4,3)}.

Camino = (1,3,2,4,3,2), longitud 5
Camino simple = (1,3,2,4,3)
Circuito = (3,2,4,3)

Camino elemental = (3,2,4)

Ciclo = (3,2,4,3)

20



Representacion de Grafos Dirigidos

m  Una representacion comun para un grafo dirigido G = (V,E) es
la matriz de adyacencia.

m [amatriz de adyacencia para G es una matriz 4 de dimension
n X n, donde las entradas A[i,j] cuentan el nimeros de arcos
que van del vértice i (nodo 1nicial) al j (nodo terminal).

A no es simétrica en general.
Si G es un grafo simple = A; = 0y A;; € {0,1}.

S1 G es un multigrafo = A;; = 0.

21



Representacion de Grafos Dirigidos (cont.)

aﬁ 1 2 3 4
- 1 0 0 0 O

b he e Ag = 2 1 1 0 1
3 {0 1 0 0
g@ 4 \2 0 1 0
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Representacion de Grafos Dirigidos (cont.)

m Otra representacion, relacionada con la anterior, para un grafo
dirigido G = (V,E) es la matriz de adyacencia etiquetada.

m [Lamatriz de adyacencia etiquetada para G es una matriz 4 de
dimension n x n, donde A[i,j] es la etiqueta o ponderacion del
arco que va del vértice i al j.

S1 no existe un arco de i a j debe emplearse como entrada para
A[ij] un valor que no pueda ser una etiqueta valida, el cual

puede ser — (en caso de valores no numeéricos) o o (caso de
valores numéricos).
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Representacion de Grafos Dirigidos (cont.)

m La ventaja de usar una matriz de adyacencia es que el tiempo
de acceso requerido a un elemento es independiente del
tamano de V'y A4.

m [a desventaja de usar una matriz de adyacencia es que
requiere un espacio Q(n?) aun si el grafo tiene menos de 72
arcos.

So6lo leer o examinar la matriz puede llevar un tiempo O(n?).

m Para evitar esta desventaja, se puede utilizar otra
representacion comun para un grafo dirigido G = (V,E)
llamada representacion con lista de adyacencia.

25



Representacion de Grafos Dirigidos (cont.)

m La lista de adyacencia para un vértice i es una lista, en algin
orden, de todos los vértices adyacentes a i.

Se puede representar G por medio de un arreglo CABEZA,
donde CABEZA[i] es un apuntador a la lista de adyacencia del
veértice i.

m Larepresentacion con lista de adyacencia de un grafo dirigido
requiere un espacio proporcional a la suma del niumero de
vértices mas el nimero de arcos.

Se usa bastante cuando el nimero de arcos es mucho menor
que n.
Una desventaja potencial es que puede llevar un tiempo O(n)

determinar si existe un arco del vértice i al vértice ;.
26
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Grafos No Dirigidos

Parte de la terminologia para grafos dirigidos es aplicable a los
no dirigidos.
Un grafo no dirigido G consiste en un conjunto no vacio de
vértices V' 'y un conjunto de aristas £ = G = (V,E).
Los vértices se denominan también nodos o puntos.
Las aristas es un par no ordenado de vértices; la arista (v,w) =
(w,v).
Los vértices vy w son adyacentes si es una arista (v,w).
Se dice que la arista (v,w) es incidente sobre los vértices vy w.

28



Grafos No Dirigidos (cont.)

m El numero de aristas incidentes con un veértice v de un grafo G
se denomina grado o valencia de v y se denota por g(v).

Los lazos dan dos unidades al grado del vértice que lo tenga.
Los vértices de grado 1 se denominan terminales.
Los vértices de grado 0 se denominan aislados.

g(l)=3
g2)=5
g(3)=2
gd)=4
g(5)=0

m  Un grafo es regular s1 todos sus vertices tienen el mismo
grado.

29



Grafos No Dirigidos (cont.)

m Los vertices de un grafo no dirigido pueden usarse para
representar objetos, y las aristas para representar relaciones
entre los objetos.

m Los grafos pueden clasificarse en:

»  Grafo simple
»  Multigrafo
» Pseudografo

30



Grafos No Dirigidos (cont.)

m  Un grafo simple G = (V,E) estd compuesto por un conjunto no
vacio de vertices V' y un conjunto de aristas E, donde se tiene
un conjunto de pares de elementos distintos de V.

V=1{123,4
E={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3.4)}
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Grafos No Dirigidos (cont.)

Un multigrafo G = (V,E) estd compuesto por un conjunto no
vacio de vertices 'y un conjunto de aristas E en el que se
permite que haya aristas multiples (aristas paralelas, aquellos
que conectan el mismo par de vértices).

V=1{1,2,3,4}
E=1(1,2),(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4) }
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Grafos No Dirigidos (cont.)

Un pseudografo G = (V,E) esta compuesto por un conjunto no
vacio de vertices 'y un conjunto de aristas E en el que se
permite que haya aristas multiples (aristas paralelas) y lazos
(aristas ciclicas).

V=1{1,2,3,4}
E=1(1,2),(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4) }

@nﬁ
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Grafos No Dirigidos (cont.)

m  Un grafo simple G = (V,E) es un pseudografo en el que no se
permite que haya aristas multiples ni1 lazos.

m  Un multigrafo G = (V,E) es un pseudografo en el que se
permite que haya aristas multiples.
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Grafos No Dirigidos (cont.)

m  Un camino o cadena en un grafo no dirigido es una secuencia
de vértices v, v, ..., v,, tal que (v,,v,;;) €s una arista para 1 <i

<n.

Este camino va del vértice v, al vértice v,, pasando por los

VETICES Vy, V3, ...y V, |-

La longitud de un camino es el nimero de aristas en ese
camino, en este caso, n — 1.

Se pueden repetir vértices y aristas.
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Grafos No Dirigidos

m  Un camino simple es un camino en donde todos las aristas
son distintas (se pueden repetir vertices).

m  Un circuito es un camino simple cerrado de longitud por lo
menos 1, es decir, que empieza y termina en el mismo vértice
(se pueden repetir vértices).

m  Un camino elemental es un camino simple en donde todos los
vertices son distintos, excepto tal vez el primero y el altimo.

m  Un ciclo es un camino elemental cerrado de longitud mayor o
igual a 3, es decir, que empieza y termina en el mismo vértice.

36



Grafos No Dirigidos (cont.)

m No se consideran ciclos los caminos de la forma v (camino de
longitud 0), v,v (camino de longitud 1), o v,w,v (camino de
longitud 2).

37



Grafos No Dirigidos (cont.)

m Seca G =(V,E)un grafo con conjunto de vertices /'y conjunto
de aristas £. Un subgrafo de G es un grafo G’ = (V",E")
donde:

J” es un subconjunto de V.

E’ consta de las aristas (v,w) en E tales que vy westan en V.

m Si1 £’ consta de todas las aristas (v,w) en £, tal que v y w estan
en 1, entonces G’ se conoce como un subgrafo inducido de
G.

38



Grafos No Dirigidos (cont.)

m Enecl grafo G=(V,E), donde V= {a,b,c,d} y E = {(a,b),(a,c),
(b,c),(b,d),(c,d)}, y uno de sus subgrafos inducidos G’
definido por el conjunto de vértices V'’ = {a,b,c} y E" = {(a,b),
(b,d)}.

—f8) )

(O—® @
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Grafos No Dirigidos (cont.)

m  [aunion de dos grafos simples G, = (V,E,) y G, = (V,,E,) es
el gl‘afO Simple Gl U Gz — (Vl U VZ'El U Ez)

Yo7
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Grafos No Dirigidos

m  Un grafo es conexo si todos sus pares de vértices estan
conectados, es decir, si1 cada par de vértices v,w € V' pueden
estar conectados por un camino elemental.

S1 dos vértices de un grafo se pueden conectar por un camino,
entonces existe un camino elemental que los une.

S1 un grafo dirigido es conexo se llama fuertemente conexo.

m  Un grafo no conexo esta formado por la union de varios
subgrafos conexos y desconectados entre si que se denominan
componentes conexos del grafo. 41



Grafos No Dirigidos (cont.)

m  Un componente conexo de un grafo G es un subgrafo conexo
inducido maximal, es decir, un subgrafo conexo inducido que
por si mismo no es un subgrafo propio de ningin otro
subgrafo conexo de G.

m FEl grafo no dirigido anterior es un grafo conexo que tiene solo
un componente conexo, y es ¢l mismo.

m El siguiente grafo no dirigido tiene dos componentes conexos.

42



Grafos No Dirigidos (cont.)

m  Un grafo ciclico contiene por 1o menos un ciclo.

m  Un grafo aciclico algunas veces se conoce como arbol libre.
El grafo anterior muestra dos arboles libres.

m [os arboles libres tienen dos propiedades importantes:

Todo arbol libre con n > 1 vértices contiene exactamente n — 1
aristas.

S1 se agrega cualquier arista a un arbol libre, resulta un ciclo.
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Representacion de Grafos No Dirigidos

m  [Los métodos de representacion de grafos dirigidos se pueden
emplear para representar los no dirigidos.

Una arista no dirigida entre v y w se representa simplemente
con dos aristas dirigidas, unade vaw, y otrade w a v.

m Los métodos son:
Una representacion con matriz de adyacencia. Esta matriz es
simeétrica.
Una representacion con matriz de adyacencia etiquetada.
Esta matriz es simétrica.
Una representacion con matriz de incidencia.

Una representacion con lista de adyacencia.
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Representacion de Grafos No Dirigidos

m  Una representacion comun para un grafo dirigido G = (V,E) es
la matriz de adyacencia.

m [amatriz de adyacencia para G es una matriz 4 de dimension
n X n, donde las entradas A[i,j] cuentan el numeros de aristas
que unen los vértices i y J.

A es simétrica en general.
Si G es un grafo simple = A; = 0y A;; € {0,1}.

S1 G es un multigrafo = A;; = 0.
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Representacion de Grafos No Dirigidos (cont.)

m Otra representacion, relacionada con la anterior, para un grafo
dirigido G = (V,E) es la matriz de adyacencia etiquetada.

m [Lamatriz de adyacencia etiquetada para G es una matriz 4 de
dimension n x n, donde A[i,j] es la etiqueta o ponderacion de
la arista que une los vértices i y j.
S1 no existe un arco de i a j debe emplearse como entrada para
A[ij] un valor que no pueda ser una etiqueta valida, el cual

puede ser — (en caso de valores no numeéricos) o o (caso de
valores numéricos).
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Representacion de Grafos No Dirigidos (cont.)

m La lista de adyacencia para un vértice i es una lista, en algin
orden, de todos los vértices adyacentes a i.

Se puede representar G por medio de un arreglo CABEZA,
donde CABEZA[i] es un apuntador a la lista de adyacencia del
veértice i.

m Larepresentacion con lista de adyacencia de un grafo dirigido
requiere un espacio proporcional a la suma del niumero de
vértices mas el nimero de arcos.

Se usa bastante cuando el nimero de arcos es mucho menor
que n.
Una desventaja potencial es que puede llevar un tiempo O(n)

determinar si existe un arco del vértice i al vértice ;.
47
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Representacion de Grafos No Dirigidos (cont.)

o TR ANE | o e e SR ot
DU o e N T T i ST
ot A0 . = s L o —
YN ah AN T r —— Py e :

1 f—a— 2 1 2 3 4 1 2 3 4
1 /0 1 0 2 1 /— a — bJc
Hlc X e Ag= 2 1 1 1 1 A = 2 a f e d
3 (o 1 0 1 3 |\ — e — g
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Representacion de Grafos No Dirigidos (cont.)

m [a matriz de incidencia es otra forma de representar grafos.

m Sea G = (V,E) un grafo no dirigido, donde v,, v,, ..., v, son los
vertices y ey, e,, ..., €,, son las aristas. La matriz de incidencia
I es de orden |V| X |E|, donde:

/ 0 siej no esincidente con v;
Gij — |1 si ej es incidente con v;

49
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Grafos Particulares

m  Grafo nulo o vacio. Grafo que no tiene vértices ni aristas.
m  Grafo trivial. Grafo que tiene un vértice y ninguna arista.

m  Grafo regular. Grafo donde todos sus vértices tienen el mismo
grado.

m  Grafo simple. Grafo que no permite bucles ni aristas multiples
(paralelas).

m  Multigrafo. Grafo que permite aristas multiples (paralelas).

m  Pseudografo. Grafo que permite bucles y aristas multiples
(paralelas).

m Arbol. Grafo conexo sin ciclos.
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Grafo Completo

m  Un grafo completo K, es un grafo simple donde cada par de
veértices esta conectado por una arista.

m Un grafo completo de n vértices tiene n(n — 1)/2 aristas.
m  Esun grafo regular con todos sus vértices de grado n — 1.

m [aunica forma de hacer que un grafo completo se torne
disconexo a través de la eliminacion de vértices, seria
eliminandolos todos.

m  Un grafo simple que al menos un par de vértices no estan
conectados por una arista se llama no completo.
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Grafo Ciclo

m  Un grafo ciclo o simplemente ciclo C, es un grafo simple que
se asemeja a un poligono de » lados, con n vértices.

m  Consiste en un camino cerrado en el que no se repite ningin
veértice a excepcion del primero que aparece dos veces como
principio y fin del camino.

m  El namero de vértices en un grafo C, es 1gual al nimero de
aristas, y cada vértice tiene grado par, por lo tanto cada vertice
tiene dos aristas incidentes.
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Grafo Ciclo

m Propiedades:

m https://es.wikipedia.org/wiki/Grafo ciclc

ciclo Cg
Vértices n
Aristas n
Cintura (girth) n

Automorfismos 2n (Dy)
Numero cromatico 4 2 sjnes par

3 sinesimpar

indice cromatico 25jpes par

3 sinesimpar

Propiedades

2-conexo por vértices

2-conexo por aristas
2-regular
Euleriano

Hamiltoniano

orientable

[editar datos en Wikidata]
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Grafo Rueda

m  Un grafo rueda /¥ , o simplemente rueda, es un grafo simple
que se obtiene desde un grafo C, agregando un nuevo vértice
vy uniendo mediante aristas este nuevo vértice a cada uno de
los n vertices de C...

m Los grafos rueda son grafos planos, y como tales pueden ser
"Incrustado" en un plano.

m Todo grafico rueda es un grafo de Halin.

Son auto-duales: el dual de cualquier grafo rueda es un grafo
1Isomorfico.

m  En un grafo rueda siempre hay un ciclo hamiltoniano,
habiendo n?-3n+3 ciclosen W,
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. Algunos ejemplos de grafos rueda

Aristas 2(n-1)
Diametro 2 sin>4
1 sin=4
Cintura (girth) 3
Numero 3 sinesimpar
cromatico 4 sines par
Propiedades Hamiltoniano, Auto-dual,
Planar
[editar datos en Wikidata]
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Grafo Hipercubo (n-cubo)

El grafo hipercubo Q, es un grafo regular con 2" vértices, que
corresponden a los subconjuntos de un conjunto de »
clementos.

Cada vértice de Q, es incidente a exactamente » aristas (por lo

tanto, el grafo es n-regular) y por eso el numero total de aristas
es 2" n.
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Grafo Hipercubo (n-cubo)

Grafo hipercubo Q,

0 o——— 2"=2'=2 vértices

0 1 n-1 0 .
2" n=2"*1 =1 arista
n =1 arista incidente en cada vértice
0, 00 01 2" =2%=4 vértices
271y = 21%2 = 4 aristas
n = 2 aristas incidentes en cada vértice
El grafo hipercubo Qg4 10 11
Nombre en honora  Hipercubo
Vértices 2n , .
_ 0; 110 11 2"=2°=8 vértices
Aristas 201,
Diametro n 2"y = 22%3 = 12 aristas
Cintura (girth) 4, n22 100 1 ~ 3 ari cid da vérti
MrraieemaEcoll 2 n = 3 aristas 1ncidentes en cada vertice
Propiedades Simétrico
Distancia regular 0 011
Distancia unitaria
Camino hamiltoniano

[editar datos en Wikidata] 000 001



Grafo Bipartito

m  Un grafo bipartito (o bipartido) es un grafo simple G =
(NV,E) cuyos vertices se pueden separar en dos conjuntos
disjuntos Uy V, de manera que las aristas solo pueden
conectar vertices de un conjunto con vértices del otro.

m Los grafos bipartitos suelen representarse graficamente con
dos columnas (o filas) de vertices y las aristas uniendo vértices
de columnas (o filas) diferentes. y v

Ejemplo de grafo bipartito. o
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Grafo Bipartito

m Los dos conjuntos Uy V pueden ser pensados como un
coloreo del grafo con dos colores.
Un grafo simple es bipartito si y solo si es posible asignar uno
de dos colores diferentes a cada vértice del grafo, de tal forma

que ningun par (u,v) de vértices adyacentes recibe el mismo
color.

m Un grafo bipartito con la particion de los veérticesen Uy V'
suele denotarse G = (U, V, E).

S1 |U| =|V], esto es, si los dos subconjuntos tiene la misma
cantidad de elementos o cardinalidad, decimos que el grafo
bipartito G es balanceado.
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Grafo Bipartito Completo

Un grafo bipartito (o bipartido) completo es aquel grafo
bipartito en el que todos los vértices de la particion V| estan
conectados a todos los vértices de la particion V, y viceversa

El grafo completo bipartito con particiones de tamafo V, = m
y V,=n, es denotado como K, ,

Propiedades:
|E| = V4] - V2] = m-n=m

n=1 , ;;ym=1

K n posee m n arboles de expansion
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Grafo Bipartito Completo

Grafo bipartito completo

Un grafo bipartito completoconm=5yn=3

Vértices n+m
Aristas mn
Radio 1 m=1vn=1
{ 2 en otro caso
Diametro 1 m=n=1
{ 2 en otro caso

Cintura (girth) oo m=1VvVn=1
{ 4  en otro caso
Automorfismos 2min! n=m
{ m!n!  en otro caso
NUmero cromatico 2
indice cromatico  max{m, n}
[editar datos en Wikidata]
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Grafos Complementarios

m  Un grafo complementario G = (V, E) de un grafo simple G
= (V,E) es aquel formando por el mismo conjunto de vértices y
tal que dos vértices son adyacentes en G si y s6lo si no son
adyacentes en G; es decir, las aristas del grafo G seran las
aristas que le falta al grafo G para ser un grafo completo.

£1+ B = ("]

G G
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Grafos Isomortfos

m  Un isomorfismo entre dos grafos simples G=(V,E)y G" =
(V°,E’) es una biyeccion f entre los conjuntos de sus vértices
f:V — V'’ que preserva la relacion de adyacencia.

Es decir, cualquier par de vértices u y v de G son adyacentes si
y solo s1 lo son sus imagenes, f(u#) y f(v), en G'.

(viv) €E = (Fw). f(v)) € E
La funcion f'es un isomorfismo entre Gy G

m  Esto implica que todos los vértices de G tienen un vértice
equivalente en G’y que todas las aristas de G tienen una arista
equivalente en G .
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Grafos Isomortfos

m Propiedades principales. Dos grafos son isomorfos si tienen

el mismo nimero de:
Vertices y aristas.
Componentes conexos.
Sucesion de sus grados igual.
Ciclos de longitud .
Circuitos de Euler.
Dos grafos son 1somorfos siy solo si, para alguna ordenacion

de vértices y aristas, sus matrices de adyacencia e incidencia
son 1guales.
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Grafos Isomortfos

m  Sc debe analizar las matrices de adyacencia de los dos grafos.
https://www.youtube.com/watch?v=ybwRY2zzTvY

m Sidos grafos son isomorfos sus complementarios también lo
son.

m  Cuando el nimero de vértices y aristas es muy grande se
complica demostrar que dos grafos son i1somorfos mediante el
analisis de las matrices de adyacencia e incidencia.

Por lo que se trata de ver s1 las propiedades principales
coinciden todas en ambos grafos.
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Grafos Isomortfos

Grafo G

Grafo H

Isomorfismo entre Gy H

Aa)=1
Ab)=6
Ae)=8
Ad)=3
Ae)=5
ADH=2
Ag) =4
Ah) =7
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Grafos Isomorfos

69



Circuito de Euler o Euleriano

m  Un circuito que contiene todas las aristas de G recibe el nombre de
circuito de Euler o euleriano.

Trayectoria o camino que empieza y termina en el mismo vértice y
recorre cada arista exactamente una vez.

Un grafo que admite un circuito euleriano se denomina grafo
euleriano.

Un grafo no euleriano que admite un camino euleriano se denomina grafo
semi-euleriano.

m Teorema. El grafo G contiene un circuito euleriano si y solo si:

G es conexo.
Todos los vértices de G tienen grado par.

Un grafo dirigido conexo es euleriano si y solo si para cada vertice el

grado interno coincide con el grado externo.
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Trayectoria de Euler

m  Una trayectoria o camino de Euler o euleriana en un grafo G es un
camino simple y abierto que recorre todas las aristas del grafo una sola vez.

m  Teorema. Sea G un grafo conexo cuya suma de los grados de todos sus
veértices es par y hay un nimero par de vértices impares.

Si el numero de vértices impares es mayor que dos, el grafo no se
puede recorrer (pasando dos veces por alguna arista).

Si el numero de vértices impares es cero, el grafo se puede recorrer.
Podemos ademas elegir por qué vértice empezar, y el camino siempre
sera cerrado (termina donde empezo).

Si el nimero de vértices impares es dos, el grafo se puede recorrer,
pero el camino ha de empezar en uno de los dos vértices impares y
terminar en el otro.
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Euler

@ (a) (b)

(d)

(a) No es circuito euleriano, no hay trayectoria euleriana
(b) No es circuito euleriano, hay trayectoria euleriana
(c) Es circuito euleriano, hay trayectoria euleriana

(d) Es circuito euleriano, hay trayectoria euleriana

(e) No es circuito euleriano, hay trayectoria euleriana
(f) Es circuito euleriano, hay trayectoria euleriana
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Ciclo de Hamilton o Hamiltoniano

m  Un ciclo de Hamilton o hamiltoniano es un ciclo que contiene todos
los vértices del grafo G y recorre cada vértice una sola vez.

Trayectoria o camino que empieza y termina en el mismo vértice y
pasa por cada vértice exactamente una vez.

Un grafo que admite un circuito euleriano se denomina grafo
hamiltoniano.

Un grafo no hamiltoniano que admite un camino hamiltoniano se
denomina grafo semi- hamiltoniano.

m Teorema. El grafo G contiene un ciclo hamiltoniano si y solo si:

G es conexo con n vértices y m aristas, donde cada vértice tiene un
grado > n/2.

m>1/2 (n*>—-3n+6)
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Trayectoria de Hamilton o Hamiltoniana

m  Una trayectoria o camino de Hamilton o hamiltoniana en un grafo G es
un camino elemental y abierto que contiene todos los vértices del grafo y
los recorre exactamente una vez.
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(a) Circuito hamiltoniano, hay trayectoria hamiltoniana

(b) No es circuito hamiltoniano, hay trayectoria hamiltoniana
(c) Es circuito hamiltoniano, hay trayectoria hamiltoniana
(d) No es circuito hamiltoniano, hay trayectoria hamiltoniana
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Grafos planares o planos

m Un grafo planar o plano, es una representacion de un grafo en
la cual ninguna de sus aristas interseca con otra (no se cruzan).

E——

m  Aplicaciones:
Disefio de circuitos, para que ninguna conexion choque.

Diseno de caminos, para conectar ciudades sin que choquen
caminos.
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Grafos planares o planos (cont.)

m G esun grafo planar simple conexo con:

E aristas

J vértices

R regiones

m Cumple R = |E| - | V | +2 ("l:eorema de Euler:1752).

m Corolarios
Si V> 3, entonces £ <3V — 6.
El grado de vértice de G no es mayor que 5.
S1 V>3 y no hay circuitos de 3, entonces £ <2}V —4.
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Grafos planares o planos (cont.)

m  Un grafo dual G* = (J* E*) se puede construir de un grafo
plano G = (V,E) de la siguiente manera:

Introducir un vértice al grafo G* por cada region » € R del
grafo G — r e V*,

Dibujar tantas aristas entre los vértices r,,7, € V'* como aristas
que comparten las regiones r,,r, € R del grafo G.
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Grafos planares o planos (cont.)

m Teorema de Kuratowski

= Este teorema dice que un grafo es no planar si contiene un
subgrafo homeomorfo a K;; 0 K.

© Kis Ks
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Gratos Coloreados

m La coloracion de grafos es un caso especial de etiquetado
de grafos; es una asignacion de etiquetas llamadas colores a
elementos del grafo.

Una coloracion de los vertices de un grafo tal que ningtin

vértice adyacente comparta el mismo color es llamado vértice
coloracion.

Una coloracion de arista asigna colores a cada arista tal que
aristas adyacentes no compartan el mismo color.

Una coloracion de caras de un grafo plano a la asignacion de
un color a cada cara o region tal que caras que compartan una
frontera comun tengan colores diferentes.
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Grafos Coloreados (cont.)

m [a convencion de usar colores se origina de la coloracion de
paises de un mapa, donde cada cara es literalmente coloreada.

m  En general se puede usar un conjunto finito como conjunto de
colores.

La naturaleza del problema de coloracion depende del niumero
de colores pero no sobre cuales son.

Una coloracién de vértices parael =
grafo de Petersen utilizando tres
colores, el nUmero minimo posible. 8 1



Grafos Coloreados (cont.)

m [a vértice coloracion (o simplemente coloracion) es la
asignacion de los vértices de un grafo con colores tal que dos
veértices que compartan la misma arista tengan colores
diferentes.

Un grafo con bucles no puede ser coloreado, y solo se
consideran grafos simples.
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Grafos Coloreados (cont.)

m  Una coloracion que usa a lo mas k colores se llama k-
coloracion (propia).
El menor nimero de colores necesarios para colorear un grafo
G se llama numero cromatico y se denota como y(G).

Un grafo que puede ser asignada una k-coloracion (propia) es
k-coloreable y es k-cromatico s1 su nimero cromatico €s
exactamente k.
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Grafos Coloreados (cont.)

m  Un subconjunto de vértices asignados con el mismo color se
llama una clase de color.
Cada clase forma un conjunto independiente.

Una k-coloracion es lo mismo que una particion del conjunto
de vértices en k conjuntos independientes, y los términos -
partito y k-coloreable tienen el mismo significado.
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Grafos Coloreados (cont.)

m El polinomio cromatico cuenta el nimero de maneras en las
cuales puede ser coloreado un grafo usando no mas que un
numero de colores dado.

m El polinomio cromatico es una funcion P(G,¢) que cuenta el
numero de #-coloraciones de G.

Como el nombre lo indica para un grafo G la funcion es un
polinomio en ¢.

Polinomios croméaticos de algunos grafos.
Triangulo K3 tt—1)(t—2)
Grafo completo K, | t(t—1)(t—2)---(t — (n — 1))
Arbol con n vértices t(t — 1)”—1
Ciclo Cy E—-1" +(-1)"(t—1)
Grafo de Petersen | ¢(t — 1)(¢ — 2)(¢" — 12¢° + 67¢° — 230t* + 529¢° — 814¢* + 775¢ — 352)
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Grafos Coloreados (cont.)

Una arista coloracion de un grafo, es una coloracion de las aristas,
denotada como la asignacion de colores a aristas tal que aristas incidentes
tengan un color distinto.

Una arista coloracion con k colores es llamada k-arista-coloracion y
es equivalente al problema de particionar el conjunto de aristas en k
emparejamientos.

El menor niimero de colores necesarios para un arista coloracion de un
grafo G es el indice cromatico o nimero cromatico de aristas.

Una coloracidn Tait es una 3-arista-coloracion de un grafo ctibico. El
teorema de los cuatro colores es equivalente a que cada grafo ctibico
sin puentes admite una coloracion Tait.
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Grafos Coloreados (cont.)

m Teorema de los cuatro colores
= Desarrollado por Appel y Haken en 1976.

= Basta con cuatro colores para colorear un mapa de tal modo
que los paises vecinos tengan colores distintos.
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Arboles
Terminologia

Padre

Hijo
Hermanos
Ancestro
Descendiente
Hoja

Interno
Subarbol
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Arboles

Un arbol es un grafo simple, conexo y aciclico (sin ciclos) en
el que todo par de vértices estan unidos por un Gnico camino
simple.

Un bosque es un grafo aciclico, es decir, es una union disjunta
de arboles.
Una hoja en un grafo es un vértice de grado 1.

Un nivel de un nodo del arbol (altura) es el nivel de su
padre mas uno. Por definicion, la raiz del arbol tiene nivel 0.

Un arbol generador de un grafo G es un subgrafo generador
de G que es un arbol.
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Arboles (cont.)

m Siel grafo G es un arbol se cumple:

Todo par de veértices de G esta unido por un inico camino
simple.

Tiene un total de n — 1 aristas.
G es conexo y si se le quita alguna arista deja de ser conexo.

G es aciclico (no tiene ciclos) y si se anade alguna arista se
forma un ciclo.

m Las condiciones anteriores son todas equivalentes, es decir, si
se cumple una de ellas otras también se cumplen.
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Arboles (cont.)

m Propiedades de los arboles:

Todo arbol es a su vez un grafo con un conjunto numerable de
vértices es un grafo plano.

Todo grafo conexo G admite un arbol de expansion, que es un

arbol que contiene cada vértice de G y cuyas aristas son aristas
de G.

Todo arbol k-ario completo de altura /4 tiene k" hojas.

m Las condiciones anteriores son todas equivalentes, es decir, si
se cumple una de ellas otras también se cumplen.
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Arboles (cont.)

m Un arbol raiz es un arbol n-ario si1 cada vértice interno no tiene
mas de » hijos.

m  Un arbol es llamado n-ario completo si cada vértice interno
tiene exactamente » hijos.

= Ejemplo: Un arbol n-ario con n =2 es un arbol binario.



Arboles (cont.)

Contar los vértices en un arbol n-ario lleno.

La 7 significa que esa es la cantidad maxima de hijos que cada nodo
padre puede tener en un arbol enraizado.

Que sea lleno significa que cada nodo es una hoja o posee 7 hijos.
Un arbol con n vértices tiene n-1 aristas.

Es un grafo conexo, por ende todos sus vértices estaran unidos, de ahi
que hayan n-1 aristas.

Un arbol n-ario lleno con i vértices internos contiene n = m*i +1 vértices.

Cada vértice, excepto la raiz, es el hijo de un vértice interno. Cada
uno de los i veértices internos tiene m hijos, hay m*i vértices en el
arbol excluyendo la raiz.

Por ende, el arbol contiene n = mi +1 vértices, siendo n el numero
total de vértices en el arbol.



Arboles (cont.)

m  Un arbol n-ario lleno con:
n vertices tiene i = (n — 1)/m vértices internos y / = [(m — 1)n + 1]/m hojas.
i vertices internos tiene n = mi + 1 vértices y [ = (m — 1)i + 1 hojas.

[ hojas tiene n = (ml — 1)/(m — 1) vértices y i = ([ — 1)/(m — 1) vértices
internos.

m  Donde n representa la cantidad de vértices, i es la cantidad de vértices
internos y / el nimero de hojas en el arbol.

Una vez que uno de #n, i 0 / es conocido, se aplica la propiedad anterior para
hallar los otros dos mediante la cantidad ya encontrada.



Arboles (cont.)

m  Un arbol 3-ario lleno con:
=  m =3 hijos por nodo y n = 13 vértices en total
w i=(13-1)/3 =4 vértices internos
=  [=[3-1)13+1]/3 =9 hojas




Arboles (cont.)

m Un arbol n-ario balanceado:

Es deseable usualmente usar arboles que estén balanceados,
para que asi los subarboles de cada vértice contengan
aproximadamente el mismo tamano.

El nivel de un vértice v en un arbol enraizado es el tamano del
camino unico desde la raiz hasta este vértice.

El nivel de una raiz es 0.

La altura de un arbol enraizado es el maximo de niveles de los
vértices, o0 sea el camino mas largo desde la raiz hasta un
vértice.



Arboles (cont.)

m  Siun arbol n-ario de altura 4 tiene / hojas, entonces 4 >
[logy, 1.
Si el arbol n-ario es lleno y balanceado, entonces 4 = [log,, L].

Hay como maximo »” hojas en un arbol n-ario alto 4.




Arbol de Expansion

m  Dado un grafo G, el arbol de expansion es un subgrafo de G
que conecta todos los nodos de este mismo sin formar un
ciclo.

Los arboles de expansion pueden ser arboles de profundidad o

anchura, y pueden obtenerse por la busqueda en profundidad o
anchura, respectivamente.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos

m  Algoritmos de determinacion de los caminos mas cortos:
Algoritmo de Dijkstra.
Algoritmo de Floyd-Warshall.

m  Algoritmos de recorrido o busqueda:
Algoritmo de busqueda en anchura o amplitud.
Algoritmo de busqueda en profundidad.
Bosques abarcadores.
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Algoritmo de Dijkstra

m FElalgoritmo de Dijkstra, también llamado algoritmo de
caminos minimos, ¢s un algoritmo para la determinacion del
camino mas corto dado un vértice origen al resto de vértices
en un grafo dirigido y con pesos en cada arco.

m  Sunombre se refiere a Edsger Dijkstra, quien lo describi6 por
primera vez en 1959.
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Algoritmo de Dijkstra (cont.)

m Laidea subyacente en este algoritmo consiste en ir explorando
todos los caminos mas cortos que parten del vértice origen y
que llevan a todos los demas vertices.

m Cuando se obtiene el camino mas corto desde el vertice
origen, al resto de vértices que componen el grafo, el
algoritmo se detiene.

m FElalgoritmo es una especializacion de la busqueda de costo
uniforme, y como tal, no funciona en grafos con aristas de
costo negativo.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

m  Descripcion detallada:
Sea G=(V,E) un grafo dirigido y etiquetado.
Sean los vérticesa € V'yz € V; a es el vertice de origen y z el
vértice de destino.

Sea un conjunto C c V, que contiene los vértices de V cuyo
camino mas corto desde a todavia no se conoce.

Sea un vector D, con tantas dimensiones como elementos tiene
V,y que “guarda” las distancias entre a y cada uno de los
vertices de V.

Sea, finalmente, otro vector, P, con las mismas dimensiones
que D, y que conserva la informacion sobre qué vértice
precede a cada uno de los vértices en el camino.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
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Algoritmo de Dijkstra (cont.)

m  Descripcion detallada:

El algoritmo para determinar el camino de longitud minima
entre los vérticesay zes: C« V.

1.
2.
3.

Para todo vértice i € C, i # a, se establece D, «— o ; D, < 0.
Para todo vértice i € C se establece P; = a.

Se obtiene el vértice s € C tal que no existe otro vertice w € C
tal que D,, < D..

m Sis=_zentonces se ha terminado el algoritmo.

Se elimina de C el vértice s: C < C—{s}.

Para cada arista e € E de longitud /, que une el vértice s con
algiin otro vértice t € C,

s Si/+ D, <D, entonces:
= Seestablece D, <[+ D..
= Se establece P, < s.

Se regresa al paso 4.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

m Al terminar este algoritmo, en D, estard guardada la distancia
minima entre a y z.

m Por otro lado, mediante el vector P se puede obtener el camino
minimo: en P, estard y, el vértice que precede a z en el camino

minimo; en P, estara el que precede a y, y asi sucesivamente,
hasta llegar a ESTADO DE ENLACE.

m  Aplicacion Web del algoritmo:

http://neo.lcc.uma.es/evirtual/cdd/applets/distancia%?20corta/E
xample2.html.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

(B
A =

(P4

m Ejemplo:
Encontrar los caminos mas cortos entre el vértice 1 y todos los
demas del siguiente grafo dirigido.
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Iteracion S w  D[2] D3] D[4] D|5]

Inicial {1} ——- 10 Q0 30 100
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Algoritmos de Grafos Dirigid
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

Iteracion S w D[2] DJ[3] Di4] DI5]
Inicial {1} ——- 10 Q0 30 100
1 {1,2} 2 10 60 30 100
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Algoritmos de Grafos Dirigid
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

50
o

Iteracion S w  D[2] D3] D[4] D|5]

Inicial {1} ——- 10 Q0 30 100
1 {1,2} 2 10 60 30 100
2 {1,2,4} = 10 50 30 90
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Algoritmos de Grafos Dirigid
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

50
o

Iteracion S w D[2] DJ[3] Di4] DI5]
Inicial {1} ——- 10 Q0 30 100

1 {1,2} 2 10 60 30 100

2 {1,2,4} = 10 50 30 90

3 {1,2,4,3} 3 10 50 30 60
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Algoritmos de Grafos Dirigid
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

Iteracion S w D[2] D[3] Di4] DI5]
Inicial {1} ——- 10 Q0 30 100

1 {1,2} 2 10 60 30 100

2 {1,2,4} = 10 50 30 90

3 {1,2,4,3} 3 10 50 30 60

= {1,2,4,3,5} 5 10 50 30 60
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Dijkstra (cont.)

m  Pseudocodigo del algoritmo:

E DIJKSTRA (Grafo G, nodo fuente s) !
| A dniciglizamos todos los nodos del grafo. L3 distancia de cada nodeo es infipita ;
E S5 v los padres son NULL E
i for u £ V5G] do i
: distancia[u] = INFINITO 5
! padre[u] = NULL ]
| distancial[s] = 0 ;
E FSfencol amos todos los nodos del grafo E
i Encolar (cola, VIaE]) i
E mientras cola '= 0 do E
! A0J0r Se extrae el nodo gue tiene distanciad minimd ¥ Se consceidrsd 13 condicion !
i A5 de Cola de prioridad i
E u = extraer minimo(cola) E
i for v € adyacencia[uz] do i
E if distancial[v] > distancial[u] + pesolu,v] do E
! distancial[v] = distancial[u] + pesoiu,wv] ]
E padre[¥] = u E

_________________________________________________________________________________________________________________________________________
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Algoritmo de Floyd

m Elalgoritmo de Floyd-Warshall intenta resolver el problema
de encontrar el camino mas corto entre todos los pares de
nodos o vertices de un grafo.

m Esto es similar a construir una tabla con todas las distancias
minimas entre pares de ciudades de un mapa, indicando la ruta
a seguir para 1r de la primera ciudad a la segunda.

112



Algontmos de Grafos Dmgldos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

m Esto puede verse de la siguiente manera:

Sea G=(V,E) un grafo en el cual cada arco tiene asociado un
costo no negativo. El problema es hallar para cualquier par de
vértices (v,w) el camino mas corto de va w.

G=(V,E), V={1,...,n} y Cl[i,j] es el costo del arco que vadeiaj.

El algoritmo calcula la serie de matrices
o i i = j
AI:I t, =
BI=\ctig) s
Apli, 5] = min(Ae-1ld, 5], Ax—1[2, k] + Ar-1[k, 5])
A,]i,j] significa el costo del camino mas corto que vadeiajy
que no pasa por algin veértice mayor que k.

El objetivo es calcular 4, [i,7].
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

El algoritmo se modifica para agregar una matriz que guarde
los caminos mas econdmicos entre los vértices.

Al algoritmo se le agrega una matriz P, donde P[i,j] tiene el
veértice k£ que permitid encontrar el valor mas pequeiio de

Ali,j].
S1 P[i,j] = 0, e camino mas corto de i a j es directo, siguiendo
el arco entre ambos.

La version modificada del algoritmo almacenara los vértices
intermedios apropiados en P.
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Algorltmos de Grafos D1r1g1dos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

m Ejemplo:
Encontrar los caminos mas cortos entre todos los vértices del
siguiente grafo dirigido.

10 100

50 10

5,
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

2 34 5
10 c© 30 100

12345

00000

00000
00000
00000

00000

P
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

1

Q0

QO
QO
QO

2 3 4 5

0 10 o 30 100

0 50 o
o 0 o 10
o 20 0 60

o oo oo

Aylij]

hnh K W N =

1

0 10 oo 30 100

o0

o0
o0
o0

2 3 4 5

0 50 o o
o 0 oo 10
o 20 0 60

0o o o 0

Ay|i]

whn B~ W o =

12345
00000

00000
00000
00000

00000
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

1

Q0

QO
QO
QO

0 10 oo 30 100

2 3 4 5

0 50 o o
o 0 o 10
o 20 0 60

o oo oo

Aylij]

hnh K W N =

o 20 0 60

0o o o 0

A,],j]

whn B W o =

12345
(00200

00000
00000
00000

00000
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

1 2 3 4 5

o 0 50 o oo
o oo 0 oo 10

o oo 20 0 60

0 o o oo ()

A,]i,j]

0 10 60 30 100

hnh K W N =

hnh B~ W N =

12345
00203

00003
00000
00003

00000
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

1

Q0

QO
QO
QO

2 3 4 5

0 10 60 30 70

0 50 o 60
o 0 oo 10
o 20 0 30

o o o ()

A;]i,j]

hnh K W N =

1 2 34 5
()mqum.
0 50 o 60
o 0 oo 10
o 20 0 30

3

3

0 oo oo o ()

Aylij]

whn B W o =

(00404

00000

12345

00003
00000
00003
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

2 3 4 5
10 50 3060 |

B
0
o 0 50 o 60
o o 0 oo 10
o0
o0

o 20 0 30

hnh K W N =

2 34 5
10 50 30 60

R
0
o 0 50 o« 60
o o 0 oo 10
o0
o0

o 20 0 30

0o oo o 0

Asli,j]

hn B~ W N =

12345
(0040 4]

00003
00000
00003

00000
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

12 3 4 5 _12345_
110 10 50 30 60 1100404
210 0 50 o 60 2100003
3|00 0 o 10 3/(00000
4100 o0 20 0 30 4100003
5] o0 00 o 0 5100000

A P
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

m  Pseudocodigo del algoritmo:

FLOYD-WARSHAIL (Grafo )
for 2 = 1 to V do
for 7 = 1 to V do
D[z2,7] G[1, 7]
Bldeg]: =
for 2 = 1 to V do
D[i,3i] = O
for ¥ = 1 to V do
for 2 = 1 to V do
for 7 = 1 to V do
if D[i,7] > D[i,k]+D[k, 7] do
D[2,3] = D[i,k]+D[k, 7]
Pli,7] = &

|
O

123



b
- ’
2 - R
Wiy o _-"_‘. .,' ‘.:y_-‘. P S
- e & oA ) 0
SRR r*&-ﬁ: e R I
= R B - W

Algorltmos de Grafos Dmgldos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

m  Pseudocddigo para imprimir los vértices intermedios del
veértice i hasta el vértice J:

CAMTHO (nodos 1, 7)

k= P[1,7]
if ¥ = 0 do
return

CAMINO (1, k)
imprimir kK
CAMTIHO [k, 7
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Algoritmo de Floyd (cont.)

m  En algunos casos podria ser importante saber solo si existe un
camino de longitud mayor o 1gual a 1 que vaya desde el
veértice i al vértice J.

m Elalgoritmo de Floyd puede especializarse para este

problema; el algoritmo resultante, que antecede al de Floyd, se
conoce como el algoritmo de Warshall.

m  Con el algoritmo de Warshall se desea obtener la matriz A4 tal
que A[i,j] = 1 s1 hay un camino de longitud igual o mayor que
1, y 0 en caso contrario.

Esta matriz A se conoce como cerradura transitiva de la
matriz de adyacencia.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

Cerradura Transitiva
12345

1{o1111
2100101
3/0000 1
4
5

00101
00000
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Algoritmo de Floyd (cont.)

m  Pseudocodigo del algoritmo de Warshall:

WARSHAIL (Matriz de adyvacencia C)
for 2 = 1 to V do
for 7 = 1 to V do
Al[2,3] = C[z2,7]
for ¥ = 1 to V do
for 2 = 1 to V do
for 7 = 1 to V do
if i[z1,7] =
Az, 7]

A[i, %] and L[k, 71




Algoritmo de Floyd (cont.)

El algoritmo de Floyd se utiliza, aparte de hallar los caminos
mas cortos entre todos los vértices, para determinar el vértice
mas central de un grafo dirigido.

Para encontrar el centro de un grafo dirigido G se necesita:

La excentricidad de v, la cual es el valor maximo de las
longitudes de los caminos mas cortos de w a v.

Después de encontrar la excentricidad de cada vertice, se
obtiene el centro de G, el cual es el vértice de minima
excentricidad.

Asi, el centro de un grafo dirigido es un vértice mas cercano al
vertice mas distante.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

m Para encontrar el centro de un grafo dirigido G se hace lo
siguiente:

Aplicar el algoritmo de Floyd para obtener la matriz de los
caminos mas cortos entre todos los pares.

Encontrar el costo maximo de cada columna i, esto da la
excentricidad del veértice i.

Encontrar el vértice con excentricidad minima, este es el centro
del grafo G.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Floyd (cont.)

12 3 45
110 10 50 30 60

210 0 50 oo 60 'ﬂ/%”}“

3(0 0 0 oo 10 Q o A3
4 oo o0 20 0 30 % VA
5_ooooooooO_ één
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura o Amplitud

m  Busqueda en anchura o amplitud (BF'S o Breadth-first
search en 1nglés) es un algoritmo para recorrer o buscar
elementos en un grafo (usado frecuentemente sobre arboles).

Intuitivamente, se comienza en la raiz (eligiendo algun nodo

como elemento raiz en el caso de un grafo) y se exploran todos
los vecinos de este nodo.

A continuacion para cada uno de los vecinos se exploran sus
respectivos vecinos adyacentes, y asi hasta que se recorra todo
el arbol.

m  Sunombre se debe a que expande uniformemente la frontera
entre lo descubierto y lo no descubierto. Llega a los nodos de
distancia &, solo tras haber llegado a todos los nodos a
distancia &-1.
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Algoritmos de Grafos Dirigid

Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

Formalmente, BF'S es un algoritmo de busqueda sin
informacion, que expande y examina todos los nodos de un
arbol sistematicamente para buscar una solucion.

El algoritmo no usa ninguna estrategia heuristica.

El peso de los arcos para ejecutar BFS debe de ser de IGUAL
costo.

S1 las aristas tienen pesos negativos se aplica el algoritmo de
Bellman-Ford en alguna de sus dos versiones.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

m  Descripcion detallada:

Dado un vertice fuente s, se explora los vértices de G para
“descubrir” todos los vertices alcanzables desde s.

Se busca desde s a todos los vértices alcanzables.

Después produce un arbol BF con raiz en s y que contiene a
todos los vértices alcanzables.

El camino desde s a cada vértice en este recorrido contiene el
minimo numero de vértices. Es el camino mas corto medido en
numero de vértices.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

m  Durante un recorrido en anchura, cuando se recorren ciertos
arcos, llevan a vértices sin visitar.

m Los arcos que llevan a vértices nuevos se conocen Como arcos
de arbol y forman un arbol abarcador en anchura para el
grafo dirigido dado.

Arco de arbol. Es el arco que forma parte del arbol.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

m  Ademas de los arcos de arbol, existen dos tipos de arcos
definidos por una busqueda en anchura de un grafo dirigido,
que se conocen como:

Arco de retroceso: Es el arco que va de un vértice v a un
vertice w que es antecesor de v en el arbol abarcador. Un arco
que va de un vértice hacia st mismo se considera un arco de
retroceso.

Arco cruzado: Es el arco que va de un vértice v a un vértice w
que no es ancestro ni descendiente.

m Todos los arcos forman un bosque abarcador en anchura
para el grafo dirigido dado.
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Algoritmos de Grafos Dirigid
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)
m Fjemplo:

Realizar el recorrido en anchura (siga el orden alfabético) y
encontrar el bosque abarcador del siguiente grafo dirigido.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

m  Pseudocodigo del algoritmo:

BFS (grafo &, nodo fuente =)
i
£ recorremos todos los vertices del grafo inicializdmdolos a NO VISITADO,
A4 distancia INFINITA v padre de cada rodo NULL

for u = V[3] do

{
eatado[u] = NO VISITADO;
distancia[u] = INFINITO; /% distancia infinita =i 2l nodo no 83 alcanzable */f
padre[u] = NULL:

h

eatada[3] = VISITADOC:

distancial[s] = 0O; i
Encolar(Q, =): 1
while 2 '= 0 do

; |

A4 extrdemos el nodo u de 13 cola @ ¥ exploramos todos sus nodos adyadcentes
1 = extraer (Q):
for v € adyacencialu] do
{
if estado[v] == NO VISITADO then
{
eztado[v] = VISITLADO:
distancial[v] = distancia[u] + 1:
padre[v] = ur
Encolar (O, w):
}
}
)



Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Profundidad

m  Un recorrido en profundidad (en ingles DFS - Depth First
Search) es un algoritmo que permite recorrer todos los nodos
de un grafo o arbol de manera ordenada, pero no uniforme.

m  Su funcionamiento consiste en ir expandiendo todos y cada
uno de los nodos que va localizando, de forma recurrente, en
un camino concreto.

m Cuando ya no quedan mas nodos que visitar en dicho camino,
regresa, de modo que repite el mismo proceso con cada uno de
los hermanos del nodo ya procesado.
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Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)

m Arcos DF:

S1 en tiempo de descubrimiento de u tenemos el arco (u,v):
m 1. Siel estado de ves NO VISITADO, entonces (u,v) € DF.

m 1i. Si el estado de v es VISITADQO, entonces (u,v) €s un arco
hacia atras.

m 1ii. Si el estado de v es TERMINADO, entonces (u,v) s un arco

de cruce o arco hacia delante. Sera de cruce si d/v/<d[u];y sera
hacia delante s1 d/v/>d/v].
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Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)

m  Durante un recorrido en profundidad, cuando se recorren
ciertos arcos, llevan a vértices sin visitar.

m Los arcos que llevan a vértices nuevos se conocen Como arcos
de arbol y forman un arbol abarcador en profundidad para
el grafo dirigido dado.

Arco de arbol. Es el arco que forma parte del arbol.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)

m  Ademas de los arcos de arbol, existen tres tipos de arcos
definidos por una busqueda en profundidad de un grafo
dirigido, que se conocen como:

Arco de retroceso: Es el arco que va de un vértice v a un
veértice w que es antecesor de v en el arbol abarcador. Un arco

que va de un vértice hacia st mismo se considera un arco de
retroceso.

Arco de avance: Es el arco que va de un vértice v a un vértice
w que es descendiente de v en el arbol abarcador.

Arco cruzado: Es el arco que va de un vértice v a un vértice w
que no es ancestro ni descendiente.

m  Todos los arcos forman un bosque abarcador en
profundidad para el grafo dirigido dado. 142



Algoritmos de Grafos Dirigid
Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)
m Fjemplo:

Realizar el recorrido en profundidad (siga el orden alfabético)
y encontrar el bosque abarcador del siguiente grafo dirigido.
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)
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Algoritmos de Grafos Dirigidos —

Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)

m  Pseudocodigo del algoritmo:

DES (grafo &)

for each vertice u <= V[:]do
estado[u]=NC VIZITLDO
padre[u] = NULL

Liempo=0

for each vertice u = V[:]do
if estadofu] = NO VISITADD then

DF3-Visitar ()

_________________________________________________________________

DFS—Visitar (nodo )
estado[w]=VIZITALDOD
Liempo=tiempo+l
d[u] =t iempo
for each v € Vecinos[u] do
if estado[v]=N0 VISZITADO then
padre[v]=u
DF3-Vizitar ()
estado[a] =TEEMINADO
Liempo=tiempo+l
Flul=tiempo
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos

m  Algoritmos de determinacion de los caminos mas cortos:
Algoritmo del camino mas corto.
Algoritmo del vendedor ambulante.
m  Algoritmos de arboles abarcadores de costo minimo (arboles
generadores minimos):

Algoritmo de Prim.
Algoritmo de Kruskal.

m  Algoritmos de recorrido o busqueda:
Algoritmo de recorrido en pre-orden, orden y post-orden
Algoritmo de busqueda en anchura o amplitud.
Algoritmo de busqueda en profundidad.

Bosques abarcadores.
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Algoritmos de Grafos No Dir

X

Algoritmo del Camino Mas Corto

Este algoritmo busca el camino mas corto entre dos vertices.

Recibe como entrada el grafo no dirigido G, el vértice inicial y
el vértice final.

El algoritmo es el siguiente:

Dla] =0, si x # a = DJ[x] = . Se tiene el conjunto de vértices
T.

Siz ¢ T = terminar y D[z] es la distancia mas corta entre a y
z.

Escoja v € T donde D[v] es el valor minimo. 7= T — {v}.
Six € Ty es adyacente a v = D[x] = min{D[x],D[v]+c(v,x)}.
Pase al paso 2.
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de Grafos No Diri
Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)

S vt
e

Algoritmos g1dos —

m Ejemplo:

Encontrar el camino mas corto entre los vertices a y 4.

& 00 ¢
N

g
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)

I'={a,b,c,d,e, f,g, h}
b 2 5
E/Q\ Q\I a]=0

b] =0

e,

c]l=o0

SRS
Q
]
8
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Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)

S

OSRS
@ G—0 ¢

D[] = min{00,0+2} =2

Adyacentea a ,
D[ f]=min{x0,0+1} =1

08855555

b,c.de, f,g,h}
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —

Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)
{b,c,d,e, g, h}
a]=0

h]=2

Adyacentea f {

D[d]=min{c0,1+3} =4
D[g]=min{oo,1+5} =6

T =

S

OS5 U0 0T

- ———
. . M

el - —
B
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)

I'={c,d,e,g, h}
b 2z C
/@K 9\1 D[a] =
@00 p w2
I ; 7 6 C::
O

(D[c]=min{x,2+2} =4
Adyacentea b < D[d]=min{4,2+2} =4
| Dle]=min{o0,2+4} =6

c 8855555
QN
|l
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)

D[e]=min{6,4+3} =6
D[h]=min{c0,4+1} =5

c8 855555
QN
|l

Adyacentea c {
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)

c8 855555
®
|l

Adyacentea d {D[e] =min{6,4+4} =6
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)

00,
@O0 O

Adyacentea h {D[ g]l=min{6,5+6} =06

28555555
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Camino Mas Corto (cont.)
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Algoritmo del Vendedor Ambulante

m Este algoritmo busca pasar por todos los vértices del grafo
mediante las aristas con el peso total minimo, iniciando y
terminando en el mismo.

m [gual que Hamilton se pasa una vez por vertice y se devuelve
al origen.

m Pasos del algoritmo:

Encontrar todos los circuitos de Hamilton

Sumar los pesos asociados a las aristas de cada circuito
encontrado, ese sera el peso total del circuito.

Seleccionar aquel circuito con el peso total minimo.
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Vendedor Ambulante (cont.)

m Ejemplo:

Encontrar el circuito de peso total minimo.

Route Total Distance (miles)
Detroit-Toledo—Grand Rapids—Saginaw—Kalamazoo—Detroit 610 )
Detroit-Toledo—Grand Rapids—Kalamazoo—Saginaw—Detroit 516 S
Detroit—Toledo—Kalamazoo—Saginaw—Grand Rapids—Detroit 588
Detroit-Toledo—Kalamazoo—Grand Rapids—Saginaw—Detroit 458
Detroit—Toledo—Saginaw—Kalamazoo—Grand Rapids—Detroit 540
Detroit-Toledo—Saginaw—Grand Rapids—Kalamazoo—Detroit 504
Detroit—Saginaw—Toledo—Grand Rapids—Kalamazoo—Detroit 598
Detroit—-Saginaw—Toledo—Kalamazoo—Grand Rapids—Detroit 576
Detroit—Saginaw—Kalamazoo—Toledo—Grand Rapids—Detroit 682 Kalamazoo O
Detroit—Saginaw—Grand Rapids—Toledo—Kalamazoo—Detroit 646
Detroit—Grand Rapids—Saginaw—Toledo—Kalamazoo—Detroit 670
Detroit—Grand Rapids—Toledo—Saginaw—Kalamazoo—Detroit 728
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo del Vendedor Ambulante (cont.)

m Ejemplo:

Encontrar el circuito de peso total minimo.

Route Total Distance (miles)
Detroit-Toledo—Grand Rapids—Saginaw—Kalamazoo—Detroit 610 )
Detroit-Toledo—Grand Rapids—Kalamazoo—Saginaw—Detroit 516 S
Detroit—Toledo—Kalamazoo—Saginaw—Grand Rapids—Detroit 588
Detroit-Toledo—Kalamazoo—Grand Rapids—Saginaw—Detroit 458
Detroit—Toledo—Saginaw—Kalamazoo—Grand Rapids—Detroit 540
Detroit-Toledo—Saginaw—Grand Rapids—Kalamazoo—Detroit 504
Detroit—Saginaw—Toledo—Grand Rapids—Kalamazoo—Detroit 598
Detroit—-Saginaw—Toledo—Kalamazoo—Grand Rapids—Detroit 576
Detroit—Saginaw—Kalamazoo—Toledo—Grand Rapids—Detroit 682 Kalamazoo O
Detroit—Saginaw—Grand Rapids—Toledo—Kalamazoo—Detroit 646
Detroit—Grand Rapids—Saginaw—Toledo—Kalamazoo—Detroit 670
Detroit—Grand Rapids—Toledo—Saginaw—Kalamazoo—Detroit 728
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Arboles Abarcadores de Costo Minimo

m Seca G = (V,E) un grafo conexo en donde cada arista (u,v) de E
tiene un costo asociado c(u,v).

m  Un arbol abarcador o generador de un grafo conexo G es un
arbol libre que contiene todos los vértices de G y es subgrafo
de G, su peso es la suma de los costos de las aristas del arbol.

m  Un arbol abarcador de costo minimo o generador minimo
de un grafo conexo ponderado es un arbol abarcador o
generador tal que la suma de los pesos de sus aristas es la mas
pequeila posible.
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Algoritmos de Grafos No Dir

Arboles Abarcadores de Costo Minimo (cont.)

Una aplicacion tipica de los arboles abarcadores de costo minimo
tiene lugar en el diseiio de redes de comunicacion.

Un arbol abarcador de costo minimo representa una red que
comunica todas las ciudades a un costo minimal.
Hay diferentes maneras de construir un arbol abarcador de costo
minimo.
Muchos métodos utilizan la propiedad A4AM.

Sea G = (V,E) un grafo conexo con una funcion de peso definida en
las aristas.

Sea U algun subconjunto propio del conjunto de vértices V.

S1 (u,v) es una arista de costo minimo tal que u € Uy v € V-U, existe
un arbol abarcador de costo minimo que incluye (u,v) entre sus

aristas.
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Algontmos de Grafos No D1r1g1dos —
Algoritmo de Prim

m FElalgoritmo de Prim es un algoritmo de la teoria de los
grafos para encontrar un arbol abarcador de costo minimo en
un grafo conexo, no dirigido y cuyas aristas estan etiquetadas.

m  En otras palabras, el algoritmo encuentra un subconjunto de
aristas que forman un arbol con todos los vértices, donde el
peso total de todas las aristas en el arbol es el minimo posible.

m Siel grafo no es conexo, entonces el algoritmo encontrara el
arbol abarcador de costo minimo para uno de los componentes
conexos que forman dicho grafo no conexo.
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Algoritmos de Grafos No Dir
Algoritmo de Prim (cont.)

m El algoritmo fue disefiado en 1930 por el matematico Vojtech
Jarnik y luego de manera independiente por el cientifico

computacional Robert C. Prim en 1957 y redescubierto por
Dijkstra en 1959.

m Por esta razon, el algoritmo es tambien conocido como
algoritmo DJP o algoritmo de Jarnik.
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Algorltmos de Grafos No Dmgldos —
Algoritmo de Prim (cont.)

m FEl algoritmo comienza cuando se asigna a un conjunto U un
valor inicial (un vertice del grafo), en el cual “crece” un arbol
abarcador, arista por arista.

m En cada paso localiza la arista mas corta (u#,v) que conecta los
veértices, y después agrega u en U. Este paso se repite hasta

que U=V.
m  Ejemplo en el Web:

http://www.dma.fi.upm.es/java/matematicadiscreta/Kruskal%5
Fprim/applet.htm.

http://students.ceid.upatras.gr/~papagel/project/prim.htm.
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —

Algoritmo de Prim (cont.)

m Ejemplo:
Encontrar el arbol abarcador de costo minimo del siguiente
grafo no dirigido utilizando el algoritmo de Prim.
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Prim (cont.)

AN
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A o — = . -
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£ % €.
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6

5

3
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3
6

26—

T % V U

V-Uu

@ - {19293949596} {1}

{2,3,4,5,6}
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Algoritmos de Grafos No Dirigj

Algoritmo de Prim (cont.)

PN
2

) O )
%g. I~ 3 v %1 (‘. o
o ¥ 4 S
& o aaes
% o ":;’ . A 3 )
L " L A= SR - o T
B o ey i e
- jﬂﬂ‘:_nfr._*_:.~ ;;ﬂ_- - - t.""-' -

123456
__6®5___
— 5 —

6

15-564

5 - =2
6

-3

26—

B~ O O

T y V

V-Uu

%, ~- {1,2,3,4,5,6}
{(1,3)} 3 {1,2,3,4,5,6}

{2,3,4,5,6}
{2,4,5,6}
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Algoritmo de Prim (cont.)

RO
TS

1]

b
Y . & 1
et . 5 F, G :
oy ™ ] ”
Ay S . . A - 3 1
L-"t'{a.’“' .t - . _ T
ST SN g = -
Qe 0B e g _— -
; 1 123456

- o

1
216 -5-3-

~—

| >3 @5 -5 6

415-5--2
5/-36--6
6|-—-426-

T

v

V

U V-Uu

%)
1(1,3)5
1(1,3),(3,6);

3
6

{1,2,3,4,5,6}
{1,2,3,4,5,6}
{1,2,3,4,5,6}

{1} {2,3,4,5,6}
{1,3} {2,4,5,6}
{1,3,6} {2,4,5}
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1= 6(1)5 - -

Algoritmo de Prim (cont.) 206-5-3-

POoN | >3 @5 -5 6

(j; ls%p 405 -5--2

B?Q:Z 5|-36--6
V-U

~—

T v 4 U
% — {1,2,3,4,5,6} {1} {2,3,4,5,6}
{(1,3)} 3 {1,2,3,4,5,6} {1,3} {2,4,5,6}
{(1,3),(3,6)} 6 {1,2,3,4,5,6} {1,3,6} {2,4,5}
{(1,3),(3,6),(6,4)} - {1,2,3,4,5,6} {1,3,4,6} {2,5}
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Algoritmo de Prim (cont.)

RO
S

T v 4
%, o {1,2,3,4,5,6} {1} {2,3,4,5,6}
{(1,3)} 3 {1,2,3,4,5,6} {1,3} {2,4,5,6}
{(1,3),(3,6)} 6 {1,2,3,4,5,6} {1,3,6} {2,4,5}
{(1,3),(3,6),(6,4)} e {1,2,3,4,5,6} {1,3,4,6} {2,5}
{(1,3),(3,6),(6,4),(3,2)} 2 {1,2,3,4,5,6} {1,2.3,4,6} {5}
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Algoritmo de Prim (cont.)

RO
TS

T v 4
%, o {1,2,3,4,5,6} {1} {2,3,4,5,6}
{(1,3)} 3 {1,2,3,4,5,6} {1,3} {2,4,5,6}
{(1,3),(3,6)} 6 {1,2,3,4,5,6} {1,3,6} {2,4,5}
{(1,3),(3,6),(6,4)} e {1,2,3,4,5,6} {1,3,4,6} {2,5}
{(1,3),(3,6),(6,4),(3,2)} 2 {1,2,3,4,5,6} {1,2.3,4,6} {5}
{(1,3),(3,6),(6,4),(3,2),(2,5)} 5 {1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6} {}

171



Algoritmos de Grafos No Dirigidos = |
Algoritmo de Prim (cont.) | >2
O m—
R —
: . 2 l :)5
é) l >6
T v V U
% — {123,456} ) 23,456}
f(1,3)} 3 {123,456} 1,3 12,4,5,6
{(1,3),(3,6)} 6 {1,2,3,4,5,6} {1,3,6} {2,4,5}
{(1,3),(3,6),(6,4)} B {1,2,3,4,5,6} {1,3,4,6} {2,5}
1(1,3),(3,6),(6,4),(3,2)} 2 (123456 {12346} (51
{(1,3),(3,6),(6,4),(3,2),(2,5)} 5 {1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6} {}
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Prim (cont.)

U={l}
V-U =1{2,3,45,6!
1 2 3 4
M1l | *
D[] |0 6 15
Pl [0 1 1 1
U = {1,3,4,6}
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1 2 3 4
D[4] |0 5 1 2
P[4 |0 3 1 6

5
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*

w
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1
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W W
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0 3 1

N

*

w

U = 1{1,3,6}
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1 2 3
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V-U={}

1 2 3
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N

*
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w
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Prim (cont.)

m  Pseudocodigo del algoritmo:

_________________________________________________________________________________________________________________________________________

PRIM (Grafo &, nodo fuente =) ]
A dmicializamos todos los nodos del grafo. La distadncia 13 ponemos 3 infinito i
A v el padre de cads nodoe & NULL !

for each u & V=] do i
distanciafu] = INFINITO E
padre[u] = NULL i

distancial[s] =0 i

Alercolamos todos los nodos del grafo

Encolar (cola, V[G]) i

while cola != 0 do 5
SA0F0; Fe extrage el npodo gue tiene distancia minimsd ¥V sSe conserva 18 condicion g
J4 de Cola de prioridad E
4 = extraer minimo (cola) ]
for v & adyacencialw] do i

if ([ & cola) &k (distancia[v] > pesolu, )] do E
padre[v] = i
distancial[v¥] = pesolu, W) i

_________________________________________________________________________________________________________________________________________
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Kruskal (cont.)

El algoritmo de Kruskal es un algoritmo de la teoria de
grafos para encontrar un arbol abarcador de costo minimo en
un grafo conexo y ponderado.

Es decir, busca un subconjunto de aristas que, formando un
arbol, incluyen todos los vértices y donde el valor total de
todas las aristas del arbol es el minimo.

S1 el grafo no es conexo, entonces busca un bosque abarcador
de costo minimo (un arbol abarcador de costo minimo para
cada componente conexa).

Este algoritmo fue escrito por Joseph Kruskal.
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Algorltmos de Grafos No D1r1g1d0s —
Algoritmo de Kruskal (cont.)

m  Funciona de la siguiente manera:

Se crea un bosque B (un conjunto de arboles), donde cada
vértice del grafo es un arbol separado.

Se crea un conjunto C que contenga a todas las aristas del
grafo.

Mientras C es sea vacio:
m Eliminar una arista de peso minimo de C.

m Si esa arista conecta dos arboles diferentes se afiade al bosque,

combinando los dos arboles en un solo arbol.

m En caso contrario, se desecha la arista.
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Algoritmos de Grafos No Diri
Algoritmo de Kruskal (cont.)

(AR

gidos —

m Al acabar el algoritmo, el bosque tiene una sola componente,
la cual forma un arbol abarcador de costo minimo del grafo.

m  Ejemplo en el Web:
http://students.ceid.upatras.gr/~papagel/project/kruskal . htm.
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Algoritmos
Algoritmo de Kruskal (cont.)

m Ejemplo:
Encontrar el arbol abarcador de costo minimo del siguiente
grafo no dirigido utilizando el algoritmo de Kruskal.

GG
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Algoritmo de Kruskal (cont.)

Aristas

AP

 —
 e—
 —
 S—

E3-23)-(34) —=

e
v

AN O B W DN

(3,5) —(5,6)
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Kruskal (cont.)

Costo Aristas
1 (1,3)
(4,6)

(2,5)
630 63
_ (2,3) _

&8 -9%

N
Q¥
o

AN D B~ W DN
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Kruskal (cont.)
m  Pseudocodigo del algoritmo:
KRUSKAL |[Grafo &)
- @
for each v © V do
Createlet [ V) Af Crea un componente conexo gue contiene solo a v
2 = ordenar (i) // Sea Q una ordenacion de las aristas de G con relacion a su peso
i=1

while |T| < |V|-1 do /4 Parar cuando en T hayan n-1 aristas,
£ pues un arbol libre con n vertices
A4 tiene m-1 aristas por la propiedad 1
{uw, 71 = Q[z]
Cu = Zerofu)
Cr = 3etDf (1)
A4 Wértices en componentes diferentes no forman ciclo
if Cu '= Cr do
T=T" {{uw:
Merge (Cu, Cw)
i=3i+ 1
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Algoritmos de Grafos No Dir

Algoritmo de Recorrido en Pre-Orden

Algoritmo que se usa para recorrer sistematicamente cada
veértice de un arbol ordenado en pre-orden.

El recorrido 1nicia en la raiz y luego se recorre en pre-orden
cada unos de los sub-arboles de 1zquierda a derecha.

Considerando un arbol 7 con una raiz r.

Si 7 tnicamente consta de su raiz, entonces r es el recorrido en
pre-orden de 7.

De otra forma, supongamos que 71, 72, ..., Tn son los sub-
arboles de r de 1zquierda a derecha. El recorrido en pre-orden
comienza en r, continua en 71, luego en 72 y asi
sucesivamente hasta Tn.
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Algontmos de Grafos No D1r1g1dos —
Algoritmo de Recorrido en Pre-Orden

public veid preorden(NodoArbol nodo) {
if (nodo == null)
return;

System.out.print("Nodoc Value => ™ + nodo.value);
preorden(nodo.hijol);
preorden(nodo.hijo2);

}

Recorrido en Pre-Orden

Recorrido:A,B,D,H,1LE, ,K,C,F L, M,G, N, O
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Algoritmo de Recorrido en Orden

Algoritmo que se usa para recorrer sistematicamente cada
vértice de un arbol ordenado en orden.

El recorrido 1nicia en el primer sub-arbol, luego se recorre la
raiz y al final se recorre en orden los demas sub-arboles.

Considerando un arbol 7 con una raiz r.

Se recorren los sub-arboles de la 1zquierda, se contintia con la
raiz r, y se completa con los sub-arboles de la derecha.
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Algoritmo de Recorrido en Orden

public weoid inorden{ModoArbol node) {

b

if (nbdo == null)

return;

inorden{nodo.hijol);

System.out.print{"Nodo Value => ™ + pedo.value);

inorden(nodo.hijo2);

3 .
i L)
Fhhc, v Zar
‘@3‘-.4.:. AP s .1:‘-._,_
3 S ——

Algoritmos de Grafos No Dirigidos —

Vs

Recorrido en In-Orden

Recorrido:H,D,1,B, J,E,K,A,LLF M,C,N, G, 0
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Algoritmos de Grafos No Dir

Algoritmo de Recorrido en Post-Orden

Algoritmo que se usa para recorrer sistematicamente cada
vértice de un arbol ordenado en post-orden.

El recorrido 1nicia en cada uno de los sub-arboles y al final se
recorre la raiz.

Considerando un arbol 7 con una raiz r.

Si 7 tnicamente consta de su raiz, entonces r es el recorrido en
post-orden de 7.

Se recorren los sub-arboles de la 1zquierda, se completa con los
sub-arboles de la derecha y por ultimo se recorre la raiz r.
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Algorltmos de Grafos No D1r1g1dos —

Algoritmo de Recorrido en Post-Orden

public wvoid posorden{NodofArbol nodo) {

i

if (nodo == null)
return;

posorden({nodo.hijol);
posorden(nodo.hijo2);

System.out.print("Nodc Value => " + nodo.wvalue);

P

Recorrido en Post-Orden

Recorrido:H,1,D,),K,E,B,LLM,F,N,O,G,C, A
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura o Amplitud

m  Busqueda en anchura o amplitud (BF'S o Breadth-first
search en 1nglés) es un algoritmo para recorrer o buscar
elementos en un grafo (usado frecuentemente sobre arboles).

Intuitivamente, se comienza en la raiz (eligiendo algun nodo

como elemento raiz en el caso de un grafo) y se exploran todos
los vecinos de este nodo.

A continuacion para cada uno de los vecinos se exploran sus
respectivos vecinos adyacentes, y asi hasta que se recorra todo
el arbol.

m  Sunombre se debe a que expande uniformemente la frontera
entre lo descubierto y lo no descubierto. Llega a los nodos de
distancia &, solo tras haber llegado a todos los nodos a
distancia &-1.
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Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

Formalmente, BF'S es un algoritmo de busqueda sin
informacion, que expande y examina todos los nodos de un
arbol sistematicamente para buscar una solucion.

El algoritmo no usa ninguna estrategia heuristica.

El peso de las aristas para ejecutar BFS debe de ser de IGUAL
costo.

S1 las aristas tienen pesos negativos se aplica el algoritmo de
Bellman-Ford en alguna de sus dos versiones.
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

Durante un recorrido en anchura, cuando se recorren ciertas
aristas, llevan a vértices sin visitar.

Las aristas que llevan a vértices nuevos se conocen como
aristas de arbol y forman un arbol abarcador en anchura
para el grafo no dirigido dado.

Arista de arbol. Es la arista que forma parte del arbol.

Ademas, existen un tipo de arista definido por una busqueda
en profundidad de un grafo no dirigido, que se conocen como:

Aristas cruzadas: Es la arista que existe entre un vertice v a
un vértice w que no es ancestro ni descendiente.

Todos las aristas forman un bosque abarcador en
profundidad para el grafo dirigido dado. 190
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Algoritmos de Grafos No Dir
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)
m Ejemplo:

Realizar el recorrido en anchura (siga el orden alfabético) y
encontrar el bosque abarcador del siguiente grafo no dirigido.
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Anchura (cont.)

m  Pseudocodigo del algoritmo:

BFS (grafo &, nodo fuente =)
i
£ recorremos todos los vertices del grafo inicializdmdolos a NO VISITADO,
A4 distancia INFINITA v padre de cada rodo NULL

for u = V[3] do

{
eatado[u] = NO VISITADO;
distancia[u] = INFINITO; /% distancia infinita =i 2l nodo no 83 alcanzable */f
padre[u] = NULL:

h

eatada[3] = VISITADOC:

distancial[s] = 0O; i
Encolar(Q, =): 1
while 2 '= 0 do

; |

A4 extrdemos el nodo u de 13 cola @ ¥ exploramos todos sus nodos adyadcentes
1 = extraer (Q):
for v € adyacencialu] do
{
if estado[v] == NO VISITADO then
{
eztado[v] = VISITLADO:
distancial[v] = distancia[u] + 1:
padre[v] = ur
Encolar (O, w):
}
}
)
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Algoritmo de Busqueda en Profundidad

Un recorrido en profundidad (en inglés DFS - Depth First
Search) es un algoritmo que permite recorrer todos los nodos
de un grafo o arbol de manera ordenada, pero no uniforme.

Su funcionamiento consiste en ir expandiendo todos y cada
uno de los nodos que va localizando, de forma recurrente, en
un camino concreto.

Cuando ya no quedan mas nodos que visitar en dicho camino,
regresa, de modo que repite el mismo proceso con cada uno de
los hermanos del nodo ya procesado.

Durante un recorrido en profundidad, cuando se recorren
ciertas aristas, llevan a vértices sin visitar.
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)

m Las aristas que llevan a vértices nuevos se conocen como
aristas de arbol y forman un arbol abarcador en
profundidad para el grafo no dirigido dado.

Arista de arbol. Es la arista que forma parte del arbol.

m  Ademas, existen un tipo de arista definido por una busqueda
en profundidad de un grafo no dirigido, que se conocen como:
Aristas de retroceso: Es la arista que va de un vértice v a un
veértice w que es antecesor de v en el arbol abarcador. Una

arista que va de un vértice hacia st mismo se considera una
arista de retroceso.

m  Todos las aristas forman un bosque abarcador en

profundidad para el grafo dirigido dado. 195



Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)
m Fjemplo:

Realizar el recorrido en profundidad (siga el orden alfabético)
y encontrar el bosque abarcador del siguiente grafo no dirigido.
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Algoritmos de Grafos No Dirigidos —
Algoritmo de Busqueda en Profundidad (cont.)
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m  Pseudocodigo del algoritmo:

DES (grafo &)

for each vertice u <= V[:]do
estado[u]=NC VIZITLDO
padre[u] = NULL

Liempo=0

for each vertice u = V[:]do
if estadofu] = NO VISITADD then

DF3-Visitar ()

_________________________________________________________________

DFS—Visitar (nodo )
estado[w]=VIZITALDOD
Liempo=tiempo+l
d[u] =t iempo
for each v € Vecinos[u] do
if estado[v]=N0 VISZITADO then
padre[v]=u
DF3-Vizitar ()
estado[a] =TEEMINADO
Liempo=tiempo+l
Flul=tiempo
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