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Distribuciones Muestrales

m La distribucion de probabilidad de un estadistico se llama
distribucion muestral.

m Esta distribucion depende del tamafio de la poblacion, el
tamano de las muestras y el método de eleccidon de las
muestras.

m Existen distribuciones muestrales de X y S?, que son el
mecanismo a partir del cual se hace inferencias de los
parametros [y o2.

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Distribuciones Fundamentales de Muestreo



Distribuciones Muestrales (cont.)

m La distribucion muestral de X con tamafio muestral n es la
distribucion que resulta cuando un experimento se lleva a cabo
una y otra vez y resultan los diversos valores de X.

Esta distribucion muestral describe la variabilidad de los promedios
muestrales alrededor de la media de la poblacion p.

m  Se aplica el mismo principio en el caso de la distribucion de
82
Esta distribucion produce informacion acerca de la variabilidad de los
valores de s? alrededor de 62 en experimentos que se repiten.
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Distribuciones Muestrales de Medias

m  Suponga que se tiene una muestra aleatoria de n observaciones
que se toma de una poblacion normal con media p y varianza

o2,

m (Cada observacion X, 1 =1, 2, ..., n, de la muestra aleatoria
tendra entonces la misma distribucidn normal que la poblacion
que se muestrea.
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Distribuciones Muestrales de Medias (cont.)

m Teorema. Si X, X,, ..., X, son variables aleatorias
independientes que tienen distribuciones normales con medias
W, W, ... W, y varianzas ¢,2, 6,%, ... 6,° respectivamente,
entonces la variable aleatoria
Y=aX +a,X,+...+a X,
tiene una distribucion normal con media

Hy =aith tayth +...+a, [,

y varianza
2

2 2.2 2 2 2
oy =40, +a,0, +...+a o,
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Distribuciones Muestrales de Medias (cont.)

m Segun el teorema donde se establece la propiedad reproductiva
de la distribucion normal, se concluye que

X+ X+ 4+ X,
n

X =

tiene distribucidn normal con media y varianza

U+ [+ .+ , o'+0°+.+0° o©
n n n

2
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Distribuciones Muestrales de Medias (cont.)

Aunque se tomen muestras de una poblacion con distribucion
desconocida, finita o infinita, la distribucién muestral de X atn
sera aproximadamente normal con media p y varianza ¢?/n,
siempre que el tamafno de la muestra sea grande.

Teorema del Limite Central. S1 X es la media de una
muestra aleatoria de tamaiio n tomada de una poblacidn con
media p y varianza o2, entonces la forma limite de la
distribucion de X — —

“o/dn

conforme N — oo, es la distribucidn normal estandar n(z;0,1).
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Distribuciones Muestrales de Medias (cont.)

m La aproximacion normal para X por lo general sera buena:
S1 n > 30 sin importar la forma de la poblacion.
S1 n <30, solo si la poblacion no es muy diferente a una distribucion
normal.

S1 se sabe que la poblacion es normal, la distribucion muestral de la
media seguird una distribucion normal exacta, no importa que tan
pequeno sea el tamano de las muestras.
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Distribuciones Muestrales de Medias (cont.)

m Inferencias sobre la media de la poblacion:

Una aplicaciéon muy importante del teorema del limite central es la
determinacion de valores razonables de 1a media de la poblacion p.

Se utiliza para la prueba de hipotesis, estimacion, control de calidad,
y otros.

m Distribucion muestral de la diferencia entre dos promedios:

Una aplicacion importante de estas distribuciones incluye dos
poblaciones, para compararlas.

Esta comparacion es la diferencia de las medias de las poblaciones.
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Distribuciones Muestrales de Medias (cont.)

m Teorema. Si se extraen al azar muestras independientes de
tamafo N, y n, de dos poblaciones, discretas o continuas, con
medias W, y W,, y varianzas 62, y 62,, respectivamente,
entonces la distribucion muestral de las diferencias de las
medias, X, — X,, esta distribuida aproximadamente de forma

normal con media y varianza dadas por ;2 ;2
— gy — 2 _ 1 2

Hyx, TH = H Oy x, =1

1 2

De aqui se obtiene Z, es aproximadamente una variable
normal estandar > v
_ (Xl _ Xz)_(/ul _/uz)

) \/o-f/nl+o-22/n2
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Distribuciones Muestrales de Medias (cont.)

m [a aproximacion normal para X, — X, por lo general sera

buena:
S1n; =30y n, > 30 sin importar la forma de las dos poblaciones.
S1n; <30y n, <30, solo si las dos poblaciones no son muy
diferentes a una distribucion normal.

S1 se sabe que las dos poblaciones son normales, 1a distribucion
muestral de la diferencia de las medias seguird una distribucion
normal exacta, no importa que tan pequeno sea el tamafo de las
muestras.
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Distribucion Muestral de S?

Si S? es la varianza de la muestra aleatoria de tamafio n que se
toma de una poblacion normal que tiene la varianza 62,
entonces la estadistica
o _(n-us? 5 (X, - X
o’ - o’

tiene distribucion ji cuadrado con vV =n — 1 grados de libertad.

La tabla A.5 da los valores de y?, para diversos valores de o y
v. Las areas a son los encabezados de las columnas; los grados
de libertad v se dan en la columna 1zquierda; y las entradas de
las tabla son lo valores .
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Distribucion Muestral de S? (cont.)

0 o
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Distribucion Muestral de S? (cont.)

Exactamente 95% de una distribucion ji cuadrado yace entre

2 2
X 0975 Y X 0.025-
Un valor y? que cae a la derecha de y?, ,,5 €s improbable que
ocurra, a menos que el valor supuesto de 62 sea demasiado
pequeno.

. . 2 . ° 2
De manera similar, un valor ¥~ que cae a la 1zquierda de = 975

es improbable que ocurra, a menos que el valor supuesto de 62
sea demasiado grande.

Es decir, es posible entre un valor y? a la izquierda de %%, 4,5 0
a la derecha de y?, ,,s cuando o2 es correcta, pero si esto debe
ocurrir, es mas probable que el valor supuesto de 62 sea un
erTor.
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Distribucion Muestral de S? (cont.)

m Grados de libertad como medicion de la informacion muestral:

Cuando los datos (los valores en la muestra) se utilizan para calcular
la media, hay 1 grado de libertad menos en la informacion que se
utiliza para estimar la varianza.
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Distribucion t

m  En muchos escenarios experimentales el conocimiento de o
ciertamente no es mas razonable que el conocimiento de la
media de la poblacion p.

m A menudo una estimacion de ¢ la debe proporcionar la misma
informacion muestral que produce el promedio muestral X.

m Como resultado, una estadistica natural a considerar para
tratar con las inferencias sobre u es

r_X-u
S/+/n
puesto que S es el analogo de la muestra para .
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Distribucion t (cont.)

m Siel tamafo de la muestra es pequefio, los valores de S?
fluctiian de forma considerable de una muestra a otra, y la
distribucion T se desvia de forma apreciable de la distribucion
normal estandar.

m  Si el tamaino de la muestra es suficientemente grande, n > 30,
la distribucion T no difiere de manera considerable de la
normal estandar.

m  Sin embargo, s1 n < 30, es util tratar con la distribucion exacta
de T.
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Distribucion t (cont.)

m Para desarrollar la distribucion muestral de T se supondra que
la muestra aleatoria se seleccion6 de una poblacion normal:
entonces, se puede escribir

r Koslloh)
Jsiler  V/n-1)

donde Z tiene distribucion normal estandar y V tiene
distribucion ji cuadrado con v=n — 1 grados de libertad.

v 2
Z:X—,u V:(n—l)S

o/an o’
m  En poblaciones normales X y S? son independientes, y en
consecuencia loson Zy V.
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Distribucion t (cont.)

Teorema. Sea Z una variable aleatoria normal estandar y V
una variable aleatoria ji cuadrado con v grados de libertad. Si
Z y V son independientes, entonces la distribucion de la
variable aleatoria T, donde 7

T =
V /v
~(v+1)/2

estda dada por
h(t)= r(v+1) 2] t
v/ 2]\/_

Esta se conoce como la distribucion t con v grados de
libertad, v =n — 1 s1 la muestra tiene tamafo n.

—00 <t <+00
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Distribucion t (cont.)

m Corolario. Sean X, X,, ..., X variables aleatorias
independientes que son normales con media p y desviacion
estandar c. Sea

- X (X, =X
ng? Szzz(

. . X—u |
Entonces la variable aleatoria T = W tiene una

distribucion t con v =n — 1 grados de libertad.
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Distribucion t (cont.)

m A la distribucion t se le suele llamar como distribucion t de
Student.

m La distribucion de T es similar a la distribucion de Z, pues
ambas son simétricas alrededor de una media de cero y ambas
tienen forma de campana.

m La diferencia entre las dos distribuciones es que la
distribucion t es mas variable que la distribucion normal
estandar, ya que los valores de T dependen de las
fluctuaciones de X y S2, mientras que los valores de Z
dependen sélo de X de una muestra a otra.
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Distribucion t (cont.)

m La distribucion de T difiere de la de Z en que la varianza de T
depende del tamafio de la muestra y siempre es mayor que 1.

m  Cuando el tamafno de la muestra tiende a infinito, n — oo por
lo que v = oo, las dos distribuciones serdan la misma.

m  Se acostumbra a representar con t, el valor t por arriba del cual
se encuentra un darea 1gual a a.

m Como la distribucion t es simétrica alrededor de una media de

cero, se tiene t, , = -t .
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Distribucion t (cont.)

t]_.u = -ru [:]
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Distribucion t (cont.)

m Exactamente 95% de una distribucion t con v=n — 1 grados
de libertad caen entre -t; 1,5 ¥ t 025-

m  Un valor t que cae por debajo de -t 4,5 0 por arriba de t, 1,5
tiende hacer creer que ha ocurrido un evento muy raro o quiza
que la suposicion acerca de p es un error.

m Siesto ocurre, se toma la Gltima decision y se afirma que el
valor supuesto de u es erroneo.

m  De hecho, un valor t que cae por debajo de -t ,, 0 por arriba
de t ,, proporcionaria incluso fuerte evidencia de que el valor
supuesto de p es bastante improbable.
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Distribucion t (cont.)

m La distribucion t se usa de manera extensa en problemas que
tienen que ver con inferencia acerca de la media de la
poblacion o en problemas que implican muestras
comparativas.

m  Eluso de lad distribucion t y la consideracion del tamano de
la muestra no se relacionan con el teorema del limite central.

m  El uso de la distribucion normal estandar en lugar de T para n
> 30 s6lo implica que S es un estimador suficientemente
bueno de ¢ en este caso.
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Distribucion F

m La distribucion F encuentra enorme aplicacion en la
comparacion de varianzas muestrales. Las aplicaciones se
encuentran en problemas que involucran dos o mas muestras.

m La estadistica F se define como la razon de dos variables
aleatorias j1 cuadradas independientes, dividida cada una entre
su numero de grados de libertad. De aqui, se puede escribir

__Up,
Vv,
donde U y V son variables aleatorias independientes que

tienen distribuciones ji cuadradas con v, y v, grados de
libertad, respectivamente.
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Distribucion F (cont.)

m Teorema. Sean U y V dos variables aleatorias independientes
que tienen distribuciones ji cuadradas con Vv, y V, grados de
libertad, respectivamente. Entonces la distribucion de la
variable aleatoria F, donde ¢ _ U/v,

esta dada por Vv,

( vi/2 v. /2

Clv, +vy)/2fvi/vy) 9
h(f)=+ (v, /2)0(v, /2) (1+v, v, )(v1+v2)/z
0 otro caso

\

Esta se conoce como la distribucion F con v, y v, grados de
libertad.
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Distribucion F (cont.)

m La curva de la distribucion F depende no solo de los dos
parametros V, y V,, sino también del orden en el que se
establecen. Una vez que se dan estos dos valores, se puede
1dentificar la curva.

m Seaf, por arriba del cual se encuentra un area igual a a. La
tabla A.6 da valores de f, s6lo para a = 0.05 y a = 0.01 para
varias combinaciones de los grados de libertad v, y v,.
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Distribucion F (cont.)
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Distribucion F (cont.)

m  Por medio del siguiente teorema, la tabla A.6 también se
puede utilizar para encontrar valores de f;, o5 ¥ ;9o

m Teorema. Al escribir f (v,,v,) para f, con v, y v, grados de
libertad, se obtiene

1

fa (V19V2)

fl—a (V1 Vs ) =
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Distribucion F (cont.)

m Teorema. Si $?; y $?, son las varianzas de muestras aleatorias
independientes de tamano n, y n, tomadas de poblaciones
normales con varianza 62, y 62,, respectivamente, entonces

2/ 2 )
_81/0'1 _0'281

F— _
S;/o; oS,

tiene una distribucion F conv,=n, — 1 y v,=n, — 1 grados de
libertad.
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Distribucion F (cont.)

m La distribucion F se usa en situaciones de dos muestras para
extraer inferencias acerca de las varianzas de poblacion.

m  También, se aplica a muchos otro tipos de problemas en los
que las varianzas estan involucradas.

m  De hecho, la distribucidon F se llama distribucion de razon de
varianzas.
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