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Combinatoria

m Esla ciencia que estudia las reglas de conteo.

m Es la parte de las matematicas discretas que estudia las
diversas formas de realizar agrupaciones con los elementos de
un conjunto, formandolas y calculando su numero.

m Existen distintas formas de realizar estas agrupaciones, segun
se repitan los elementos 0 no, segiin se puedan tomar todos los
elementos de que disponemos 0 no y si influye o no el orden
de colocacion de los elementos.
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Combinatoria (cont.)

m En todo problema combinatorio hay conceptos claves que se
debe distinguir:

Poblacion. Conjunto de elementos que se estd estudiando. Se
denomina con n al nimero de elementos de este conjunto.

Muestra. Subconjunto de la poblacion. Se denomina con r al nimero
de elementos que componen la muestra.
m Los diferentes tipos de muestra se determinan por:

Orden. Es importante que los elementos de la muestra aparezcan
ordenados o no.

Repeticion. La posibilidad de repeticion o no de los elementos.
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Espacio Muestral

m En el estudio de la estadistica se trata basicamente con la
presentacion € interpretacion de resultados fortuitos que
ocurren en un estudio planeado o investigacion cientifica.

m Por ello, el estadistico a menudo trata con datos
experimentales, conteos o mediciones representativos, o quiza
con datos categoricos que se pueden clasificar de acuerdo con
algun criterio.

Cualquier registro de informacion, ya sea numérico o categorico,
como una observacion.

m Los estadisticos utilizan la palabra experimento para describir
cualquier proceso que genere un conjunto de datos.
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Espacio Muestral (cont.)

m El conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento estadistico se llama espacio muestral y se
representa con el simbolo S.

m (Cada resultado en un espacio muestral se llama elemento o
miembro del espacio muestral, o simplemente punto
muestral.

m Si el espacio muestral tiene un naumero finito de elementos, se
puede listar los miembros separados por comas y encerrarlos
en llaves.

Experimento: Lanzar un dado.
m El espacio muestral de ver qué nimero sale es S, = {1, 2, 3,4, 5, 6}.

m El espacio muestral de ver si el numero es par o impar es S, = {par,
impar}.
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Introduccion a la Probabilidad



Espacio Muestral (cont.)

m El ¢jemplo anterior 1lustra que se puede usar mas de un
espacio muestral para describir los resultados de un
experimento.

S, proporciona mas informacion que S,.

Si se sabe cudl elemento ocurre en S,, se puede decir cudl resultado
ocurre en S,; no obstante, el conocimiento de lo que pasa en S, no es
de ayuda en la determinacion de cual elemento en S, ocurre.

m En general, se desea utilizar un espacio muestral que d¢ la

mayor informacion acerca de los resultados del experimento.
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Espacio Muestral (cont.)

Primer Segundo  Punto Muestral

m  En algunos experimentos es util Resultado Resultado de’s
listar los elementos del espacio
muestral de forma sistematica

E EE
mediante un diagrama de arbol. ¢ EC

Experimento: Lanzar una

E <

1 Cl

moneda, y después, lanzarla una
segunda vez si sale escudo o si 2 &

sale corona lanzar una vez un
dado. 3 c3
= S={EE, EC, Cl, C2, C3, C4, ¢
C5, C6} ’ o
m  Son muy utiles para “fabricar” cualquier 5 cs
tipo de agrupacion: variaciones,

permutaciones o combinaciones.
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Espacio Muestral (cont.)

m Los espacios muestrales con un niumero grande o infinito de
puntos muestrales se describen mejor mediante un enunciado
o regla.

Experimento: Conjunto de ciudades en el mundo con una poblacion
de mas de un millon. El espacio muestral se escribe S = {X | X es una
ciudad con una poblacion de mas de un millon}, y se lee “S es el
conjunto de todas las X tales que X es una ciudad con una poblacion
de mas de un millon™.

m Sise describe el espacio muestral listando los elementos o
mediante el metodo de la regla dependera del problema
especifico en cuestion.
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Eventos

m  Un evento es un subconjunto de un espacio muestral, y se
representa con una letra mayuscula.

Espacio muestral: t es la vida en afios de cierto componente
electronico S = {t|t>0}.

Evento: El componente falle antes de que finalice el 5° afio
A={t|0<t<S5}.

m  Un evento puede ser un subconjunto que incluya todo el
espacio muestral S, o un subconjunto de S que se denomina
conjunto vacio y se denota mediante el simbolo @, que no
contiene elemento alguno.

Por ejemplo, si el evento A es detectar un organismo microscopico a
simple vista en un experimento bioldgico, entonces A = .
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Eventos (cont.)

m El complemento de un evento A con respecto a S es el
subconjunto de todos los elementos de S que no estdn en A, y
se denota el complemento de A mediante el simbolo A’.
Experimento: Lanzar un dado y ver que numero sale.
m Espacio muestral: S= {1, 2, 3,4, 5, 6}
m Evento A: Salga un nimero par, A= {2, 4, 6}

= Complemento del Evento: Salga un nimero que no sea par, o sea,
impar, A’ = {1, 3, 5}
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Eventos (cont.)

m Lainterseccion de dos eventos A y B, denotada mediante el
simbolo A N B, es el evento que contiene a todos los
elementos que son comunes a A 'y B.

Experimento: Lanzar un dado y ver que numero sale.
m Espacio muestral: S= {1, 2, 3,4, 5, 6}
m Evento A: Salga un nimero par, A= {2, 4, 6}
m Evento B: Salga un nimero mayor a3, B= {4, 5, 6}
m Interseccion de los Eventos: AN B = {4, 6}
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Eventos (cont.)

m Dos eventos A y B son mutuamente excluyentes o disjuntos
st AN B =0, es decir, s1 Ay B no tienen elementos en comun.
Experimento: Lanzar un dado y ver que numero sale.
m Espacio muestral: S= {1, 2, 3,4, 5, 6}
m Evento A: Salga un nimero par, A= {2, 4, 6}
m Evento B: Salga un nimero impar, B = {1, 3, 5}
m Interseccion de los Eventos: AN B=0
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Eventos (cont.)

m Launion de dos eventos A y B, denotada mediante el simbolo
A U B, es el evento que contiene a todos los elementos que
pertenecen a A o B o ambos.

Experimento: Lanzar un dado y ver que numero sale.
m Espacio muestral: S= {1, 2, 3,4, 5, 6}
m Evento A: Salga un nimero par, A= {2, 4, 6}
m Evento B: Salga un nimero mayor a3, B= {4, 5, 6}
m Union de los Eventos: AUB={2,4,5, 6}
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Eventos (cont.)

m [arelacion entre eventos y el
correspondiente espacio muestral
se puede 1lustrar de forma grafica
mediante diagramas de Venn.

El espacio muestral se
representa como un rectangulo

y los eventos con circulos
trazados dentro del rectangulo.

Cada uno de los numeros
representa una region, en la
cual hay elementos.
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- Eventos (cont.)

m Diagrama de Venn.

Fos, UCR-ECCI

A =regiones 1,2,4y5.

B =regiones 1, 2, 3 y 6.

C =regiones 1, 3,4y 7.

A’ =regiones 3,6, 7y 8.

B’ =regiones 4, 5, 7y 8.

C’ =regiones 2, 5,6y 8.
ANBnNC=region 1.
AuBuUC=regiones1,2,3,4,5,6y7.
A’ B’ n C’ =region 8.

A’ UB UC’ =regiones 2,3,4,5,6,7y
8.
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Eventos (cont.)

k

m Diagrama de Venn.
= AN B=regiones 1y?2.

: w= AN C=regiones 1 y4.
» »= B~ C=regiones 1y 3.
w AuB=regiones,2,3,4,5y6.
7 w AuC=regiones1,2,3,4,5y7.
3 w BuC=regiones1,2,3,4,6y7.
e = A NnB’ =regiones 4y 5.
f _ I
g = (AuB)nC’=regiones 2,5y 6.
_ I
: = (AuBuUC) =region 8.
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Eventos (cont.)

m Varios resultados que se derivan de las definiciones
precedentes, y que, se pueden verificar de forma facil
mediante diagramas de Venn, son los siguientes:

ANd=0.

AuO=A.

ANA =0.

AUA =S,

S’=0.

D’ =S.

(A’) = A.

(ANBY =A’ UB".

(AUBY =A’ "B’
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Conteo de Puntos de la Muestra

m  Uno de los problemas que el estadistico debe considerar e
intentar evaluar es el elemento de posibilidad asociado con la
ocurrencia de ciertos eventos cuando se lleva a cabo un
experimento.

m Estos problemas pertenecen al campo de la probabilidad.

m  En muchos casos se debe ser capaz de resolver un problema
de probabilidad mediante el conteo del nimero de puntos en el
espacio muestral sin listar realmente cada elemento.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m El principio fundamental del conteo se denomina regla del
producto (o regla de multiplicacion), se formula con el
siguiente teorema:

S1 una operacion se puede llevar a cabo en n, formas y si para cada
una de estas se puede una segunda operacion en N, formas, entonces
las dos operaciones se pueden ejecutar juntas de n,*n, (n,n,) formas.

m Ejemplo: Sitengo 5 camisas y 3 pantalones para combinar, entonces
tengo 5*3 = 15 maneras de vestirme al combinar esas prendas.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

CAMISA

m En laregla de la multiplicacion
es util los diagramas de arbol. o <

Se puede observar el diagrama
de arbol del ejemplo anterior.

Camisa 2

Los diagramas en arbol son
muy utiles para “fabricar”
cualquier tipo de agrupacion:
variaciones, permutaciones o

combinaciones.

Camisa 3
Camisa 4

Camisa 5
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Pantalén 1

Pantalén 2

Pantalén 3

Pantalon 1

Pantalén 2

Pantalon 3

Pantalon 1

Pantalén 2

Pantaléon 3

Pantalén 1

Pantalén 2

Pantalén 3

Pantalén 1

Pantalén 2

Pantalén 3

PANTALON  VESTIMENTA A UTILIZAR

Camisa 1 y Pantalon 1

Camisa 1 y Pantalon 2

Camisa | y Pantalon 3

Camisa 2 y Pantalon 1

Camisa 2 y Pantalon 2

Camisa 2 y Pantalon 3

Camisa 3 y Pantalon 1

Camisa 3 y Pantalon 2

Camisa 3 y Pantalon 3

Camisa 4 y Pantalon 1

Camisa 4 y Pantalon 2

Camisa 4 y Pantalon 3

Camisa 5 y Pantalon 1

Camisa 5 y Pantalon 2

Camisa 5 y Pantalon 3
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Laregla del producto se puede extender para cubrir cualquier
numero de operaciones.

m Laregla del producto generalizada que cubre K operaciones
se formula en el siguiente teorema:

S1 una operacion se puede llevar a cabo en n, formas y si para cada
una de estas se puede una segunda operacion en n, formas, y para
cada una de las primeras dos se puede una tercera operacion en N,
formas, y asi sucesivamente, entonces la serie de K operaciones se
pueden ejecutar juntas de n;*n,*...*n, (n;n,...n,) formas.

m Ejemplo: Sitengo 5 camisas, 3 pantalones, 3 pares de medias y 2 pares

de zapatos para combinar, entonces tengo 5*3*3*2 = 90 maneras de
vestirme al combinar esas prendas.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  Otro principio fundamental del conteo se denomina regla de
la suma, se formula con el siguiente teorema:

S1 una operacion se puede realizar de n, formas, mientras que otra
operacion puede realizarse de n, formas, y no es posible realizar
ambas operaciones de manera simultanea, entonces para llevar a cabo
cualquiera de ellas pueden utilizarse cualquiera n,+n, formas

posibles.

m Ejemplo: Sitengo 10 carros azules y 5 carros amarillos para escoger uno,
entonces tengo 10+5 = 15 formas de elegir un carro.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Laregla de la suma se puede extender para cubrir cualquier
numero de operaciones.

m Laregla de la suma generalizada que cubre k operaciones se
formula en el siguiente teorema:

S1 una operacion se puede realizar de n, formas, una segunda
operacion puede realizarse de n, formas, una tercera operacion puede
realizarse de n, formas, y asi sucesivamente, y no es posible realizar
las operaciones de manera simultanea, entonces para llevar a cabo
cualquiera de las k operaciones pueden utilizarse cualquiera
n,+n,+...+n, formas posibles.

m Ejemplo: Si tengo 10 carros azules, 5 carros amarillos y 20 carros rojos

para escoger uno, entonces tengo 10+5+20 = 35 formas de elegir un
carro.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m En ocasiones no es sencillo el contar el numero de casos
favorables o el nimero de casos posibles.

m Con frecuencia interesa un espacio muestral que contenga
elementos de todas las posibles ordenaciones o arreglos de un
grupo de objetos.

m  Una permutacion es un arreglo de todo o parte de un
conjunto de objetos. Aqui se usa el principio fundamental de
conteo regla del producto.

Importa el orden de los elementos.
No se permite la repeticion de elementos.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Cuando se utiliza en una parte de un conjunto de objetos se le
suele llamar variacion.

m Cuando se utiliza en todo el conjunto de objetos se le suele
llamar permutacion. El nimero de permutaciones de n
objetos distintos es su factorial:

n'=n(n—1)n-2)..1
Ol=1
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  Ejemplos:
Se tienen 5 estudiantes para la eleccion de un presidente,
vicepresidente y secretario. Para elegir al presidente se tienen n, =5
estudiantes, para elegir al vicepresidente se tienen n, = 4 estudiantes
y para elegir al secretario se tienen n; = 3 estudiantes. Entonces, se
tienen 5*4*3 = 60 formas para la eleccion.

La cantidad de formas en que se pueden organizar las letras a, b, cy d
€s:

AN=4%3%2%]1=24
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  El nimero de variaciones sin repeticion de n objetos distintos
tomados de tamafio r es:

V,, =P(n,r)=,P n

" (n-r)

Ejemplo: La cantidad de formas en que se pueden organizar tres
conferencias en 5 fechas posibles es

S
Vs, =P(5,3)=P, =m:5=5*4*3=60

=n(n-1)n-2).(n-r+1) 0<r<n
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  El nimero de permutaciones sin repeticion de n objetos
distintos es:
P,=V,,=P(n,n)=,P,=n(n-1)n-2)..1=n" n=r;n,r>0
Ejemplo: ;Cuantas palabras pueden formarse permutando

(cambiando) las letras de la palabra CARLOS?
P, =V, =P(6,6)=,P, =6!=6%5%4%3%2%1=720
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Las permutaciones que ocurren al arreglar objetos en un
circulo se llaman permutaciones circulares.

m  Dos permutaciones circulares se consideran diferentes si los
objetos correspondientes en los dos arreglos estan precedidos
o seguidos por un objeto diferente conforme se recorra en
direccion a las manecillas del reloj.

m Al considerar a un elemento en una posicion fija y arreglar a
los otros elementos se obtienen las permutaciones circulares.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  El numero de permutaciones de n objetos distintos arreglados
en un circulo es:

PC.=P_ =(n-1)=(n-1)}n-2)..1 n=r;n,r>0

Ejemplo: La cantidad de formas que se pueden sentar cuatro personas
que juegan cartas en una mesa circular es

PC, =P, =(4-1)=3%2%1=6
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Se ha considerado hasta aqui permutaciones de objetos
distintos, es decir, todos los objetos son completamente
diferentes o distinguibles unos de otros (sin repeticion).

m El numero de variaciones en una parte de un conjunto de
objetos donde se permite repetir se llama variacion con
repeticion, ¢l orden importa.

VR,,=n" nr>0

Ejemplo: ;Cuantas palabras de 4 letras pueden formarse con las letras
C A R L O S pero permitiendose que éstas se repitan?

VR, =6" =1296
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m El nimero de permutaciones (con repeticion) distintas de n
objetos de los que n, son de una clase, n, son de una segunda
clase, ..., y n, son de una k-ésima clase, el orden importa, es:

n!
PR = In.!..n!
n!n,!.n,!

m Donden+n,+...+n, =n

Ejemplo: La cantidad de formas de arreglar 3 focos rojos, 4
amarrillos y 2 azules en una serie de luces navidefia con 9
portalamparas es

ol
9 - —
Risa = 314121
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Con frecuencia interesa el nimero de formas de dividir un
conjunto de N objetos en I subconjuntos denominados celdas.

m Se consigue una particion si la interseccion de todo par posible
de los r subconjuntos es el conjunto vacio, y si la union de
todos los subconjuntos da el conjunto original.

B Ademas, el orden de los elementos dentro de una celda no
tiene importancia.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  El nimero de formas de partir un conjunto de n objetos en r
celdas con n, elementos en la primera celda, n, elementos en
la segunda celda, y asi sucesivamente, es:

n n!

n!n,!..n!

n,n,,..,Nn
m Donden,+n,+...+n.=n.

Ejemplo: La cantidad de formas en que se puede asignar siete
personas a una habitacion de hotel triple y a dos dobles es
7 7!

= =210
3,2,2) 31212

r
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  En muchos problemas interesa el nimero de formas de
seleccionar r objetos de n sin importar el orden.

m Estas selecciones se llaman combinaciones; una combinacion
es realmente un particion con dos celdas, una celda contiene
los r objetos seleccionados y la otra contiene los (N —r)
objetos restantes.

: : n
m El numero de tales combinaciones, denotado por
r,n—r
n
se reduce a
r
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m El nimero de combinaciones de n objetos distintos tomados

de r ala vez es:
n n!

Cor = ) rn—r) o<r=r

Ejemplo: La cantidad de formas de seleccionar a 3 quimicos de 7 es

7 7!
C,s= YT

= =35
’ 3) 34l
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m En cada combinacion {1,...,r} se obtienen r! variaciones
permutando los simbolos entre si (123...r, 213... 1, etc.).

n n! V
C..=| |= =—_ 0<r<n
o) nn=ry r!

m Los numeros combinatorios aparecen al calcular las diferentes
potencias de un binomio, (a+b)! =a+b, (a+b)>=a2+ 2ab
+b?, (a+b)>=a’+ 3a’b + 3ab? + b?, etc.; y se conoce como
formula de Newton:

N
(a+b) =(nja”b°+(n]a”1bl+...+( " jalb”1+( jaobn
0 1 n—1 n
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m De la formula de Newton se obtiene el triangulo de Pascal o
de Tartaglia.

m Puede comprobarse que el nimero que aparece en la fila n en
la posicion r + 1, que representaremos mediante C, . Los
numeros de una fila se obtienen sumando los situados
justamente encima de €l. (o

1 0
1 1
» o 1
2 2 2
1132311 (0 (1 [2]
3 3 3 3
)0 00
o) () GG
1 510 10 5 1 o) 1) (o) (3) L4
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  En muchos problemas interesa el nimero de formas de
seleccionar, con repeticion, I de n objetos distintos sin
importar el orden.

m Esta seleccion se llama distribucion (una combinacion con
repeticion), es el nimero de combinaciones de n objetos
tomados de r en r, con repeticiones.

CR._. :£n+r—1j:(n+r—1)! n,r>0
’ r ri(n—1)

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Introduccidn a la Probabilidad

39



g ,%_ 4 "J % J"Q
.:,y m_& ,

' &
’%”i"c’g%"‘g”\:ﬁ:"” Sk

'Sc

Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Para trabajar con este tipo de agrupaciones se recurre a un
artificio para hallar el nimero CR,, , reduciéndolo al caso de
las combinaciones ordinarias (sin repeticion).

m Lo que se hace es establecer una correspondencia biunivoca
entre las combinaciones con repeticion de orden I de n
elementos {a,, a,, a;, ..., &,}, y las combinaciones ordinarias
de orden r de (n + r — 1) elementos {C,, C5, C5, ..., Crur1}-

Voo (nr=1)
v P (n-1)

r,r

CR,, =C

n,r>0
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Esta correspondencia se fundamenta en distinguir entre las
diversas posiciones de un mismo elemento repetido, teniendo
en cuenta su puesto en la combinacion con repeticion: se
incrementa el indice de cada elemento en tantas unidades
como elementos le preceden en el grupo; es decir: el indice del
1°, 2°, 3° ..., n° elemento, se aumentaen 0, 1, 2, 3, ..., n-1
unidades.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Ejemplo: CRy ;.
Existe correspondencia entre las combinaciones con  @,&,8, — C,C,C;
repeticion de orden 3 de 4 elementos {a,, a,, 8, 3,§, a,a,a, = ¢,C,C,
y las combinaciones ordinarias de orden 3 de 6
elementos {C,, C,, C;, C,4, Cs, Cc}; 6 =4 +3 — 1.

De este modo los indices resultan todos distintos y
crecientes, pues dos elementos consecutivos reciben

a,8,a, —> C,C,C,
a,a,a, — C,C,C,
a,a,a, — C,CC,

indices que, por lo menos, difieren en 1. 4,3,8; — G,C5Cs
a,a,a, — C,C,C,
— — ala3a3 — CIC4C5

CR,;=C¢; =20

8.13.33.4 —> C1C406
a1a4a4 —> CICSC6
a2a2a2 —> C203C4
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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1 1,11 2
2 1,12
1
3 1,13
4 114 3
2 12,2 !
2 < 3 123 4
. 4 1.2.4 5
3 133
3 < 6
4 134
3
4 — 4 144
2 2,22
2 3 223 ¢
’ 2
4 224 5
3 233 6
2 3 <
4 234
4
4 —— 4 244
3 5
3 333
3 <
6
3 < 4 334
4 — 1 344 s
4 <
4 —— 4 — 4 444 6
5 — 6

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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A AN

VAN

.24

12,5
12,6
134
13,5
13,6
14,5
146

1,56

234
235
23,6
245
246

256

34,5
346

35,6

45,6
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m  Ejemplo: El capitan de un barco puede cargar 5 contenedores.
Puede elegir entre tres mercancias diferentes: transistores,
ordenadores o cintas de video, habiendo en el puerto
existencias suficientes de las tres ;Cuantas opciones tiene?

CR. - 3+5-1 _c - 7 o 1
w5 705 Tl

Se trata de calcular el nimero de subconjuntos de 5 elementos que
pueden formarse con los elementos de {T,0,C} permitiendo la
repeticion de €stos.
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

Combinatoria

Y

Para formar las agrupaciones,

Son Variaciones o Si iinfluye el orden de No——  Son Combinaciones
Permutaciones colocacion de los elementos
en la agrupacion?
¥ ¥
;5e van a usar todos iS¢ puede repetir
. . - clementos en el
Son Permutaciones «—Si— los elementos de que —No—| Son Variaciones — . —
o . conjunto de que se
se dispone? Si . j No
dispone?
. Se puede repetir .,5¢ puede repetir
elementos en el elementos en el Son Combinaciones Son Combinaciones
. conjunto de que se ) conjunto de que se | CON repeticion SIN repeticion
Si dispone? No Si dispone? No
(n+r-1) wl
= C =—— 0<r=n
Son Permutaciones Son Permutaciones Son Variaciones Son Yariaciones CR"-J‘ 2] (P‘:‘—l} 7> 0 nr # (ﬁ._ ?‘)!
CON repeticion SIN repeticion CON repeticidén SIN repeticidn
Y Y i ¥
" n! = l = = ?’il
PRI, . = P =n n=rnr>0| VR, =n nr=0 . = O<r<n
o min!..n! ' (n—r]‘.

UCR-ECCI

CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Conteo de Puntos de la Muestra (cont.)

m Tomado: Ejercicios Combinatoria (PDF), elaborado por
Ildefonso Aranda y Paco Cuenca, profesores de Matematicas
de LLE.S.

. .. .. Ra[ii:iién CON Repeticidn
m Ejercicios (Sitio Web)

PERMUTACIONES m
COMBINACIONES- ‘rlp

m  Otro: Combinatoria-Ejercicios.
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Probabilidad de un Evento

m La probabilidad de la ocurrencia de un evento que resulta de
un experimento estadistico se evalua por medio de un
conjunto de numeros reales denominados pesos o
probabilidades que vande 0 a 1.

m Para todo punto en el espacio muestral asignamos una
probabilidad tal que la suma de todas las probabilidades es 1.

m La probabilidad de un evento A es la suma de los pesos de
todos los puntos muestrales en A. Por tanto,

0<P(A)<1, P(@)=0,y P(S)=1
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #1: Se lanza dos veces una moneda. ;Cual es la
probabilidad de que salga al menos un escudo?
Espacio muestral: S = {EE, EC, CE, CC}

m Si la monda esta balanceada cualquiera de los resultados tiene la misma
probabilidad de ocurrencia.

m Por lo tanto, se asigna una probabilidad w a cada uno de los puntos
muestrales. Entonces, 4w =1, o w = Y.

Evento A: Salga al menos un escudo, A= {EE, EC, CE}
Probabilidad del Evento A: P(A) ="+ Va+ Ya= 4
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #2: Se lanza una vez un dado que esta cargado,
los pares tienen doble probabilidad de salir. ;Cual es la
probabilidad de que salga un nimero menor que 4?

Espacio muestral: S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}

m Se asigna una probabilidad w a cada niimero impar y una probabilidad de
2W a cada nimero par. Entonces, 9w =1, o w = 1/9.

Evento A: Salga un nimero menor a4, A= {1, 2, 3}
Probabilidad del Evento A: P(A) =1/9 +2/9+ 1/9=4/9
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #3: Se lanza una vez un dado que esta cargado,
los pares tienen doble probabilidad de salir. ;Cual es la
probabilidad de que salga un nimero par y que sea divisible
entre 37

Espacio muestral: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

m Se asigna una probabilidad w a cada niimero impar y una probabilidad de
2W a cada nimero par. Entonces, 9w =1, o w = 1/9.

Evento A: Salga un numero par, A= {2, 4, 6}
Evento B: Salga un numero divisible entre 3, B = {3, 6}
Probabilidad de A B: P(An B) =2/9
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #4: Se lanza una vez un dado que esta cargado,
los pares tienen doble probabilidad de salir. ;Cual es la
probabilidad de que salga un nimero par o que sea divisible
entre 37

Espacio muestral: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

m Se asigna una probabilidad w a cada niimero impar y una probabilidad de
2W a cada nimero par. Entonces, 9w =1, o w = 1/9.

Evento A: Salga un numero par, A= {2, 4, 6}
Evento B: Salga un numero divisible entre 3, B = {3, 6}
Probabilidadde AUB: PAUB)=2/9+1/9+2/9+2/9="7/9
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Siun experimento puede tener como resultado cualquiera de N
diferentes resultados 1gualmente probables, y s1 exactamente n
de estos resultados corresponden al evento A, entonces la
probabilidad del evento A es

P(A)= %
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #1: Una persona hace una seleccion aleatoria de
uno de los dulces; en los cuales hay un surtido que contiene
seis mentas, cuatro chicles y tres chocolates. ;Cual es la
probabilidad de sacar una menta?

Espacio muestral: S = {M1, M2, M3, M4, M5, M6, C1, C2, C3, C4,
Chl, Ch2, Ch3}

m Como hay 6 mentas de los 13 dulces, cada menta tiene una probabilidad
de 1/13.

Evento A: Sacar una menta, A = {M1, M2, M3, M4, M5, M6}
Probabilidad del Evento A: P(A) =6 * 1/13 =6/13
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #2: Una persona hace una seleccion aleatoria de
uno de los dulces; en los cuales hay un surtido que contiene
seis mentas, cuatro chicles y tres chocolates. ;Cual es la
probabilidad de sacar un chicle o un chocolate?

Espacio muestral: S = {M1, M2, M3, M4, M5, M6, C1, C2, C3, C4,
Chl, Ch2, Ch3}

m Como hay 7 de los 13 dulces que son chicles o chocolates, cada menta
tiene una probabilidad de 1/13.

Evento A: Sacar un chicle, A = {C1, C2, C3, C4}
Evento B: Sacar un chocolate, B = {Chl, Ch2, Ch3}

Probabilidad del Evento A U B: PAuUuB)=4*1/13+3 *1/13 =
7/13
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #3: Se tiene una mano de pdquer que consiste
de cinco cartas. ;Cual es la probabilidad de tener dos ases y
tres reinas?

Sacar dos ases de cuatro es

4 4)
= = 6
2 212
Sacar tres reinas de cuatro es
4) 4
= —— 4
3) 31

El cantidad de manos de dos ases y tres reinas es 6 * 4 = 24,
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Probabilidad de un Evento (cont.)

m  Experimento #3: Se tiene una mano de pdquer que consiste
de cinco cartas. ;Cual es la probabilidad de tener dos ases y
tres reinas?

El nimero total de manos de cinco cartas, las cuales son igualmente
probables es
52 52!

=——=2,598,960
5 547!

Por lo tanto, la probabilidad del evento A de obtener dos ases y tres
reinas en una mano de poquer de cinco cartas es

P(A)=— 22 _09x10°°
2,598,960
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Reglas Aditivas

m [aregla aditiva es una de varias leyes importantes que con
frecuencia simplifica el calculo de probabilidades, y se aplica
a uniones de eventos.

m Teorema: Se Ay B son cualesquiera eventos, entonces
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

S
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Reglas Aditivas (cont.)

m Corolarios:

S1 A y B son mutuamente excluyentes, entonces
P(AUB)=P(A)+P(B)

S1A, A, ..., A, son mutuamente excluyentes, entonces

P(AUA U..UA )=P(A)+P(A)+..+P(A)

SiA, A, ..., A, es una particion de un espacio muestral S, entonces

P(AUA U...UA )=P(A)+P(A)+..+P(A)
P(AUA U...UA )=P(S)=1
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Reglas Aditivas (cont.)

m Teorema: Para tres eventos A, B y C, se tiene
P(AUBuUC)= P(A)+P(B)+P(C)
~-P(AnB)-P(ANC)-P(BNC)
+P(AnBNC)

m Teorema: S1 Ay A’ son eventos complementarios, entonces

P(AUA)=P(A)+P(A)=P(S)=1
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Probabilidad Condicional

m La probabilidad de que un evento B ocurra cuando se sabe que
ya ocurrio algun evento A se llama probabilidad condicional
y se denota por P(B | A).
El simbolo P(B | A) por lo general se lee “la probabilidad que ocurra
B dado que ocurrio A”, o simplemente “la probabilidad de B dado A”.
m La probabilidad condicional, denotada por P(B | A), se define

como: P(B | A): P(Am B)

P(A)

si P(A)>0
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Probabilidad Condicional (cont.)

m Ejemplo: La probabilidad de que un vuelo programado salga
a tiempo es P(B) = 0.83; la probabilidad de que llegue a
tiempo es P(A) = 0.82; y la probabilidad de que salga y llegue
a tiempo es P(A N B) = 0.78.Encuentre la probabilidad de que
un avion llegue a tiempo dado que sali6 a tiempo y que salio a
tiempo dado que llego a tiempo.

Probabilidad de que llegue a tiempo dado que sali6 a tiempo:

P(A| B)= P(ANB)_0.78 _ o,
P(B)  0.83
Probabilidad de que sali6 a tiempo dado que llegd a tiempo:
P(B| A)= P(AnB) 078 005
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica P(A) 082
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Probabilidad Condicional (cont.)

m Dos eventos Ay B son independientes s1y solo si
P(A|B)=P(A) y P(B|A)=P(B)
m De otra forma, A y B son dependientes.

Ejemplo: Es un experimento donde hay que sacar 2 cartas una
después de la otra de una baraja ordinaria, con reemplazo. Los
eventos se definen como:

m Evento A: La primera carta es un as.

m Evento B: La segunda carta es un corazon.

m Como la primera carta se reemplaza, el espacio muestral para la primera y
segunda carta consiste en 52 cartas, que contienen cuatro ases y 13 corazones.

4 | 13 1
P(A)=— -~ P(B)=—=—
( ) 52 13 ( ) 52 4
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica P( AN B) = L P(B | A) = l/iz — l
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Probabilidad Condicional (cont.)

m Ejemplo: En una planta de montaje, tres maquinas, M, M, y
M,, montan 30%, 45% y 25% de los productos,
respectivamente. Se sabe que 2%, 3% y 2% de los productos
ensamblados por cada maquina, respectivamente, tienen
defectos. Se selecciona de forma aleatoria un producto
terminado. ;Cual es la probabilidad de que este defectuoso?

Se tienen los siguientes eventos:
m M,: El producto estd ensamblado por la maquina B,.
m M,: El producto esta ensamblado por la maquina B,.
m M;: El producto esta ensamblado por la maquina B;.
m B: El producto esta bueno.

m D: El producto esta defectuoso.
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Probabilidad Condicional (cont.)

Con el diagrama de arbol encontramos las tres ramas que dan las

probabilidades:
s P(M))P(D|M,) =0.30%0.02 = 0.0060.
s P(M,)P(D|M,) = 0.45*0.03 = 0.0135.
s P(M,)P(D|M,) = 0.25*0.02 = 0.0050.
m P(D)=0.0060+ 0.0135+ 0.0050 = 0.0245

P(B| M1)=0.98

B
M1<
D

P(D| M1y =0.02

P(B| M2)=0.97

(M2) = 0.45 B
5 <
D

P(D| M2)=0.03

P(B| M3)=0.98

B
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica i < D
Introduccidn a la Probabilidad P(D| M3)=0.02

P(M1 ~ B) = 0.2940

P(M1 ~ D) = 0.0060

P(M2 ~ B) = 0.4365

P(M2 ~ D)= 0.0135

P(M3 ~ B) = 0.2450

P(M3 r D) = 0.0050
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Reglas Multiplicativas

m Laregla multiplicativa es una de varias leyes importantes
que con frecuencia simplifica el calculo de probabilidades, y
se aplica a intersecciones de eventos.

m Teorema: Sien un experimento pueden ocurrir los eventos A
y B, entonces
P(AnB)=P(A)P(B]| A)
P(BAA)=P(B)P(A|B)
P(ANB)=P(BNA)
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Reglas Multiplicativas (cont.)

m Teorema: Dos eventos A y B son independientes s1y solo si
P(AnB)=P(BnA)=P(A)P(B)
m Teorema: Sien un experimento pueden ocurrir los eventos
A, A, ..., A,, entonces

P(ANA N..AA )= P(A)PA|APAANA)
JP(AJANAN.AA )

m Teorema: Silos eventos A, A,, ..., A, son independientes,
entonces

P(A A N..nA)=P(A)P(A,)..P(A)
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Regla de Bayes

m  Un espacio muestral S que se parte en kK subconjuntos se
formula en el siguiente teorema, que algunas veces se
denomina teorema de probabilidad total o regla de
eliminacion:

S1 los eventos By, B,, ..., B, constituyen una particion del espacio

muestral S tal que P(B;) #0 parai=1, 2, ..., k, entonces para
cualquier evento A de S

= zk: P(B,NA)= Zk: P(B
i=1 i=1

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Regla de Bayes (cont.)

m  Prueba: Como se puede observar en el diagrama de Venn, el
evento A es la union de los eventos mutuamente excluyentes

BNAB,NA,..,B NA;
es decir,
A=(B,nA)U(B,nA)U...u(B NA)
m Con las leyes de las reglas aditivas y multiplicativas se tiene:
P(A)=P[(B,nA)u(B,nA)u..u(B, nA)|
P(A)= P(B NA)+P(B,nA)+..+P(B, N A)

P(A)=.P(B, 1 A)= Y P(BP(AIB)
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Regla de Bayes (cont.)

m  Ejemplo: En una planta de montaje, tres maquinas, B, B, y
B;, montan 30%, 45% y 25% de los productos,
respectivamente. Se sabe que 2%, 3% y 2% de los productos
ensamblados por cada maquina, respectivamente, tienen
defectos. Se selecciona de forma aleatoria un producto
terminado. ;Cual es la probabilidad de que este defectuoso?

Se tienen los siguientes eventos:
m A: El producto esta defectuoso.
m B,: El producto esta ensamblado por la maquina B,.
m B,: El producto esta ensamblado por la maquina B,.
m B;: El producto esta ensamblado por la maquina B;.
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Regla de Bayes (cont.)

Al aplicar la regla de eliminacion, se produce:

P(A)= 3 P(B, 1 A)= Y P(BP(AIB)
P(A)=P(B,)P(A|B,)+ P(B,)P(A|B,)+ P(B, JP(A| B,)

Con el diagrama de arbol encontramos las tres ramas que dan las
probabilidades:

= P(B,)P(AB,) = 0.30*0.02 = 0.0060.
= *® —
s P(B,)P(AB,) = 0.45*0.03 = 0.0135. P — 0.0

m P(B;)P(A|B;) =0.25%0.02 = 0.0050. (B)’O'BQ B,
P\b
(B>) =0.45 P(A|B,) = 0.03
B
5) 535 o PAIB;) = 0.02

3
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Regla de Bayes (cont.)

= Y con esos resultados se obtiene:

P(A)=0.0060+0.0135+0.0050 = 0.0245
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Regla de Bayes (cont.)

m Teorema o Regla de Bayes: Si los eventos B, B, ..., By
constituyen una particion del espacio muestral S tal que

P(B)) #0parai=1,2, ..., k, entonces para cualquier evento A
de S tal que P(A) # 0,

P(Br | A): P(Br a A) = P(Br )P( ) parar=12,... K

k

> P(B, N A) Zk:P(B,)P B.)

=1 =1
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Regla de Bayes (cont.)
m  Prueba: Por la definicidn de probabilidad condicional,
p(B, | A)= A
P(A)
y con el uso del teorema o regla de eliminacion, se tiene
P(B, N A
(B, | )= BN

) P(B,nA)

m Al aplicar las reglas multiplicativas al numerador y
denominador, se obtiene: p(B, | A)= P(B,)P(A|B,)

" P(B,)P(A| B,

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Regla de Bayes (cont.)

m  Ejemplo: Con los datos del ejemplo de la planta de montaje.
S1 se selecciona de forma aleatoria un producto terminado y se
encuentra defectuoso, ;cudl es la probabilidad de que esté
ensamblado por la maquina B;?

Se tienen los siguientes eventos:
m A: El producto esta defectuoso.
B,: El producto esta ensamblado por la maquina B,.

|
m B,: El producto esta ensamblado por la maquina B,.
m B;: El producto esta ensamblado por la maquina B;.
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Regla de Bayes (cont.)

Al aplicar la regla de Bayes, se produce:
P(B; )P(A|B,)

P(B, | A)= P(B,)P(A|B,)+P(B,)P(A|B,)+P(B;)P(A|B,)

Con las probabilidades calculadas:
= P(B,)P(A|B,) = 0.30%0.02 = 0.0060.
= P(B,)P(A|B,) = 0.45%0.03 = 0.0135.
= P(B;)P(A|B;) = 0.25*0.02 = 0.0050. p, —LAIB) =0.02

P(4)B,) = 0.03

P(4)|B3) = 0.02
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Regla de Bayes (cont.)

Y con esos resultados se obtiene:

0.0050 £ 0.0050 10
0.0060+0.0135+0.0050  0.0245 49

P(B3 | A) =
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