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Variable Aleatoria

m  Una variable aleatoria es una funcion que asocia un nimero
real con cada elemento del espacio muestral.

m Se utiliza una letra mayuscula, por ejemplo X, para denotar
una variable aleatoria, y su correspondiente minuscula, X en
este caso, para denotar a cada uno de sus valores.

Cada valor de X representa un evento que es un subconjunto del
espacio muestral para el experimento dado.
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Variable Aleatoria (cont.)

m  Ejemplo: Se sacan dos bolas de manera sucesiva sin
reemplazo de una urna que contiene cuatro bolas rojas y tres
negras. Los posibles resultados y los valores X de la variable
aleatoria X, donde X es el nimero de bolas rojas, son:

Espacio Muestral X
RR 2
RN 1
NR 1
NN 0
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Variable Aleatoria (cont.)

m Siun espacio muestral contiene un nimero finito de
posibilidades, o una serie interminable con tantos elementos
como numeros enteros existen, se llama espacio muestral
discreto.

Una variable aleatoria se llama variable aleatoria discreta si se
puede contar su conjunto de resultados posibles.

m Siun espacio muestral contiene un numero infinito de
posibilidades 1gual al nimero de puntos en un segmento de
linea, se llama espacio muestral continuo.

Una variable aleatoria se llama variable aleatoria continua si puede
tomar valores en una escala continua.

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad 4



Variable Aleatoria (cont.)

m  En la mayor parte de los problemas practicos, las variables
aleatorias continuas representan datos medidos, como
todos los posibles pesos, alturas, temperaturas, distancias o
periodos de vida.

m  Mientras que las variables aleatorias discretas representan
datos contados, como el numero de articulos defectuosos en
una muestra de K articulos o el nimero de accidentes de
carretera por afio en un pais.
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Distribuciones Discretas de Probabilidad

m El conjunto de pares ordenados (X, f(X)) es una distribucion
de probabilidad o funcion de masa de probabilidad de la
variable aleatoria discreta X si, para cada resultado posible X,

1.f(x)>
2.ZX:f(x):

3.P(X =x)= f(x)
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Distribuciones Discretas de Probabilidad (cont.)

m Ejemplo #1: Hay tres computadoras defectuosas de un
conjunto de ocho similares en una tienda. S1 una escuela hace
una compra al azar de dos de estas computadoras, ;cual es la
distribucion de probabilidad para el nimero de defectuosas?

Sea X una variable aleatoria cuyos valores de X son la cantidad
posible de computadoras defectuosas que compra la escuela.
Entonces X puede ser cualquiera de los niumeros 0, 1 y 2.
x| o 1 2
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Distribuciones Discretas de Probabilidad (cont.)

m Ejemplo #2: S1 una agencia de autos vende 50% de su
inventario de cierto vehiculo extranjero equipado con bolsas
de aire, encontrar una formula para la distribucion de
probabilidad del nimero de autos con bolsas de aire entre los
siguientes cuatro vehiculos que venda la agencia.

Sea X una variable aleatoria cuyos valores de X son la cantidad
posible de los cuatro autos vendidos que tienen bolsa de aire.
Entonces X puede ser cualquiera de los nimeros 0, 1, 2, 3 y 4.

(4J (4J
F(x)=P(X =x)="2 =~ parax=0,1,23,4
216

x [0 1 2 3 4

i [ f(x
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Distribuciones Discretas de Probabilidad (cont.)

m  Hay muchos problemas en donde se desea calcular la
probabilidad de que el valor observado de una variable
aleatoria X sea menor o 1gual que algun numero real X.

m La distribucion acumulada o funcion de distribucion F(x)
de una variable aleatoria discreta X con distribucion de

probabilidad f(x) es
F(X) X<X Zf —00 < X < 400
t<x
m Como consecuencia

f(x)=F(x)-F(x-1)
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Distribuciones Discretas de Probabilidad (cont.)

m  Ejemplo: Para el ejemplo #2 anterior, se calcula las

distribuciones acumuladas.
X \o 1 2 3 4

16 p
F(l):f(o)”(l):% 1/?6 o:(il
F(2)= 1(0)+ 1)+ 12)= 11 F(x):<151//1166 ZXXZ
F(3):f(0)+f(1)+f(2)+f(3):1—2 15{16 32:4
F(4)=£(0)+ F(1)+ F(2)+ F(3)+ f(4)=%:1 “
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Distribuciones Discretas de Probabilidad (cont.)

m FEsutil ver de forma grafica una
distribucion de probabilidad.

m  Los puntos (X, f(x)) se pueden
graficar mediante un grafico de
barras. El grafico permite
observar de forma facil qué
valores de X tienen mas
probabilidad de ocurrencia.
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f(x)

1 —
15/16 —
14/16 —
13/16 —
12/16 —
11/16 —
10/16 —
9/16 —
8/16 —
7/16 —
6/16 —
5/16 —
4/16 —
3/16 —
2/16 —
1/16 —
0
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Distribuciones Discretas de Probabilidad (cont.)

m  Los puntos (X, f(X)) se pueden
graficar mediante un grafico
llamado histograma de
probabilidad.

m Este se utiliza para las
distribuciones de probabilidad de
v.a. continuas, ya que el ancho de
los rectangulos representan
intervalos y esto areas.
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1
15/16 —
14/16 —
13/16 —
12/16 —
11/16 —
10/16 —
9/16 —
8/16 —
7/16 —
6/16 —
5/16 —
4/16 —
3/16 —
2/16 —
1/16
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Distribuciones Discretas de Probabilidad (cont.)

m También es util ver de
forma grafica una
distribucion acumulada.

m  Los puntos (X, F(X)) se
pueden graficar mediante

un diagrama de
frecuencias acumuladas.
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F(x)

1 —1
15/16 — —
14/16 — :
13/16 — :
12/16 — |
11/16 — —
10/16 — :

9/16 — :

8/16 — :

7/16 — :

6/16 — |

5/16 — —
4/16 — :
3/16 — !
2/16 — |

/16 —4——!

0 | | |

0 1 2
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Distribuciones Continuas de Probabilidad

m Una variable aleatoria continua tiene una probabilidad cero de
tomar exactamente cualquiera de sus valores. Por lo cual, su
distribucion de probabilidad no se puede dar en forma tabular,
pero se puede establecer como una férmula.

m En este tipo de variables se trata con un intervalo en lugar de
un valor puntual de nuestra variable aleatoria.

m Se trata el calculo de probabilidades para varios intervalos de
variables aleatorias continuas como P(a < X <h), P(X > a),
etc.
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m Cuando X es continua, se puede notar que
Pa< X <b)=P(a< X <b)+P(X =b)=P(a< X <b)

No 1mporta s1 incluimos o no un extremo del intervalo. Esto no es
cierto cuando X es discreta.

m La formula que se utiliza para una variable aleatoria continua,
sera funcion de los valores numéricos de la variable X y, como
tal, se representara mediante la notacion f(X) y se le llama
funcion de densidad de probabilidad, o simplemente funcion
de densidad de X.

Se utilizan areas para representar probabilidades y son valores
numericos positivos, la funcion de densidad debe estar
completamente por arriba del eje x.
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

f(x)

a b
P(a< X <b)
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m La funcion f(X) es una funcion de densidad de probabilidad
(fdp) para la variable aleatoria continua X, definida en el
conjunto de nimeros reales R, si

1.f(x)>0 xeR
Zlfﬁ(xwx:l

b

3P(a< X <b)=|

a

f (x)dx
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m  Ejemplo: El error en la temperatura de reaccion, en °C, para
un experimento de laboratorio controlado es una variable
aleatoria continua X que tiene fdp

X2

f(X):<?
0

\

—I<x<?2

otro caso

m Verificar la condicion 2 de la definicion y encontrar
PO<X<ZI).
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m  Ejemplo: Experimento de laboratorio controlado es una
variable aleatoria continua X. Verificar la condicion 2 de la
definicion y encontrar P(0 < X < 1).

32

+oo 2 X* X 8 1 9
J‘_oof(x)jx:j_l?dng_l=§+§:§:1
2 3|1
P(O<X£1)=fx—dx:x— :l_gzl
: 9 9 9 9
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m La distribucion acumulada de probabilidad F(X) de una
variable aleatoria continua X con fdp f(x) es

F(x)=P(X <x)=[ f(tht —oo<X<+o0

m Como consecuencia

P(a< X <b)=F(b)-F(a)
f(x)= dF(x)
dx

s1 existe la derivada
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m  Ejemplo: Para la fdp del ejemplo anterior, encontrar F(X), y
utilizarla para evaluar P(0 < X < 1).

. 12 3
F(x)=[" fltut= ‘I%dt:%_l . 9“
0 X<—1
F(x)=<X39Jrl ~l<x<2
1 X2

2
P(O< X <1)=F(1)-F(0)==-
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica 9
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m  Los puntos (X, f(X)) se pueden
graficar mediante un grafico
llamado histograma de
probabilidad.

m El ancho de los rectangulos
representan intervalos y esto
areas.
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f(x)

12/3 —
11/3 —
10/3 —

9/3
8/3
7/3
6/3
5/3
4/3
2/3
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Distribuciones Continuas de Probabilidad (cont.)

m También es util ver de
forma grafica una
distribucion acumulada.

m  Los puntos (X, F(X)) se
pueden graficar mediante

un diagrama de
frecuencias acumuladas.
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7/9
6/9
5/9
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3/9
2/9
1/9

F(X)
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Distribuciones de Probabilidad

m  Otro célculos de probabilidad:
P(X >x)=1-P(X <x)
P(X >x)=1-P(X <x)

En el caso continuo no importa si incluimos o no un extremo del
intervalo.

En el caso discreto si importa si incluimos o no un extremo del
intervalo.

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad

24



Distribuciones de Probabilidad Conjunta

m Hasta el momento se ha visto el estudio de variables aleatorias
y sus distribuciones de probabilidad que se restringe a
espacios muestrales unidimensionales, en los que se registra
los resultados de un experimento como valores que toma una
sola variable aleatoria.

m Habra situaciones, sin embargo, donde se puede encontrar que
es deseable registrar los resultados simultaneos de diversas
variables aleatorias.
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m La funcion f(X,y) es una distribucion de probabilidad
conjunta o funcion de masa de probabilidad de las
variables aleatorias discretas X y Y s1

1.f(x,y)=0 WV(x,y)

2;2 f(x,y)=1

3.P(X =x,Y =y)=f(x,y)
m Para cualquier region A en el plano Xy, P[(X,Y) € > Y f(X,y)].
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo: Se seleccionan al azar dos repuestos para un
boligrafo de una caja que contiene tres repuestos azules, dos
rojos y tres verdes. Si1 X es el nimero de repuestos azules y Y
es el nimero de repuestos rojos que se seleccionan, encontrar
la funcion de probabilidad conjunta f(X,y) y P[(X,Y) € A],
donde A es la region {(X,y) | X +y <1}.

El nimero total de formas posibles de seleccionar dos repuestos de
ocho es C(8,2) = 28.
Los posibles pares de valores (X,y) son: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (0,2)
y (2,0).
m El valor (0,0) corresponde a seleccionar al azar 0 azules, 0 rojos y 2
verdes; o sea, C(3,0)C(2,0)C(3,2) = 3.
m Entonces, f(0,0) representa la probabilidad de seleccionar cero azules y rojos,
y dos verdes; o sea, f(0,0) = 3/28.
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

FX,y) 0 >1( . Totz;ﬂlielzl por
0 | 328 | 928 | 328 15/28
y 1 | 628 | 628 : 12/28
2 | 128 : : 1/28
T(‘;?ﬂf;flzr 1028 | 15128 | 3/28 1
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo: Se seleccionan al azar dos repuestos para un
boligrafo de una caja que contiene tres repuestos azules, dos
rojos y tres verdes. S1 X es el nimero de repuestos azules y Y
es el nimero de repuestos rojos que se seleccionan, encontrar
la funcion de probabilidad conjunta f(X,y) y P[(X,Y) € A],
donde A es la region {(X,y) | X +y <1}.

La probabilidad conjunta, entonces, se puede representar mediante la

formula: VA ;
)= AIASTRTY) 012

f(x,y)=

8
0<x+y<L?2
Ny v
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo: Se seleccionan al azar dos repuestos para un
boligrafo de una caja que contiene tres repuestos azules, dos
rojos y tres verdes. Si X es el nimero de repuestos azules y Y
es el nimero de repuestos rojos que se seleccionan, encontrar
la funcion de probabilidad conjunta f(X,y) y P[(X,Y) € A],
donde A es la region {(X,y) | X +y <1}.

El calculo de P[(X,Y) € A] se realiza de la siguiente manera:
P[(X,Y)e A]=P(X +Y <1)
= (0,0)+ f(1,0)+ f(0,1)

3 6 9

=—+—+
28 28 28
18 9

Pl Y)e Al=—2 ==
UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y EstadiStica 28 14
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m La funcion f(X,y) es una funcién de densidad de
probabilidad conjunta de las variables aleatorias continuas X
y Y si

1.f(x,y)=0 V(x,y)
2. f: f:f (x,y)dxdy =1
3.P[(X,Y)e Al= J'Aj f(x, y Jxdy

para cualquier region A en el plano Xy.
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo: Una fabrica de dulces distribuye cajas de chocolates
con un surtido de cremas, chiclosos y nueces, cubiertas de con
chocolate claro y oscuro. Para una caja seleccionada al azar,
sean Xy Y, respectivamente, las proporciones de chocolates
claro y oscuro que son cremas, y suponga que la funcion de
densidad conjunta es (2

“(2x+3y) 0<x<L,0<y<I
f(x,y)=1°

0 otro caso

"

Verificar la condicion 2 de la definicion y encontrar P[(X,Y) €
A], donde A estd la region {(X,y) | 0 <x <5, Y4 <y <V},

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

f: f: f(x,y)xdy = IOI Ll % (2x + 3y Xxdy

x=1

dy

x=0

2
_ 12X +6xy
05 5

[Tt cypy =2 421

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad

33



Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)
P[(X,Y)e A]= P(O< X <% %<Y < 1)

2
B 1/21/22(2 3 )jd
_.1/4."0 5 X+ oy ixdy
2% exy|
= + y dy
Ji/4 5 5
x=0
o1/2 3y
= d
s by
v 3y
10 10 "y
P[(X.¥)e Al=—|[ - 3) (l+i) -
10 2 4 4 16 160

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad

34



Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Las distribuciones marginales de X sola y Y sola son:

Para el caso discreto, g(X) y h(y) son las distribuciones de
probabilidad de las variables aleatorias X y Y.

f)=9g(x)=> f(xy) f,(y)=h(y)= Z f(x,y)

Para el caso continuo, g(X) y h(y) son las funciones de densidad de las
variables aleatorias Xy Y

fL)=g()=[ " f(xy)y f,(y)=h(y)=]f(x.y)x

—Q0 —0Q0

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #1: Obtener las distribuciones marginales de X sola
y Y sola del ejemplo de la distribucion conjunta de las

variables dlscretas i
P(X =0)= f Zf £(0,0)+ f(0,1)+ £(0,2)

3 6 1 10 5
P(X =0)=f (0)=g(0)= ITRET ATty

P(X =1)=f,(1)=g ifly )= (1,0)+ f(1,1)+ f(1,2)
P(X =1)= f(l):g(l)_zi8 2£8+o 2

p(X =2)= f jf(zy 2.0)+ F(21)+ £(2,2)
P(X=2)=fx(z)zg(2)=238+0+0=238

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #1: Obtener las distribuciones marginales de X sola
y Y sola del ejemplo de la distribucion conjunta de las
variables discretas.

P(Y =0)=f,(0)=h(0)= 22: f(x,0)= (0,0)+ f(1,0)+ f(2,0)
P(Y=0)=f(0)=h(0)=%+% 22

P(Y =1)= f if = £(0,1)+ f(L1)+ f(2,1)
P(Y =1)= f(1)=h(1)—2% 2%+0—% ;

P(Y =2)=f Z f(0,2)+ f(1,2)+ f(2,2)

P(Y =2)= fy(z):h(z)zngmm:L

28
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

FX,y) 0 >1( . Totz;ﬂlielzl por
0 | 328 | 928 | 328 15/28
y 1 | 628 | 628 : 12/28
2 | 128 : : 1/28
T(‘;?ﬂf;flzr 1028 | 15128 | 3/28 1
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Se puede observar que los
resultados de las distribuciones
marginales corresponden a los
totales de las columnas y filas
respectivos de los valores f(X,y).

m Y la suma individual de los
valores de g(X) y h(x) dan 1,
cumpliendo la definicidon de
distribucion de probabilidad.

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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X 0 1 2
g(x) 514 | 15/28 | 3/28
y 0 1 2
hey) | 15728 | 3/7 1/28
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #2: Obtener las distribuciones marginales de X sola
y Y sola del ejemplo de la distribucion conjunta de las
variables continuas.

f,0)=9()=[f(xyHy f,(y)=h(y)=["f(x y)x

12 12
2y=1 2 x=1
_4xy 6y _2x" 6y
5100, 55,
4X+3 2+6
f,00=0(0== f,(y)=h(y)=="

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #2: Obtener las distribuciones marginales de X sola
y Y sola del ejemplo de la distribucion conjunta de las
variables continuas.

X+ 0<x<1
g(x)=1 °

0 otro caso

210y 0<y<lI
h(y)=4 °

0 otro caso

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Se puede observar que las distribuciones marginales g(X) y
h(X) son distribuciones de probabilidades de las variables
individuales X y Y, cumpliendo la definicion de distribucion

de probabilidad (fdp).

[ abadx= [T (x, yHydx =1

Pla<X <b)=P(a< X <b,—o0<Y <+x)
P(a< X <b):ﬁfoof(x, y)dydx:_[:g(x)dx
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Se puede observar que las distribuciones marginales g(X) y
h(X) son distribuciones de probabilidades de las variables
individuales X y Y, cumpliendo la definicion de distribucion
de probabilidad (fdp).

Johydy =] f(xyxdy=1

Pla<Y <b)=P(-w0< X <+m,a<Y <b)
b p+oo b
Pla<Y < b):_[a LO f(x, y)dxdy:_[a h(y )dy
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Sean Xy Y dos variables aleatorias, discretas o continuas.

La distribucion de probabilidad condicional de la variable
aleatoria Y, dado que X =X, es:

flyx)=TY) ()0

g(x) ~

La distribucion de probabilidad condicional de la variable
aleatoria X, dado que Y =, es:

f(X\y)=%, h(y)>0
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Sise desea encontrar la probabilidad de que la variable
aleatoria discreta X caiga entre a y b cuando se sabe que la
variable aleatoria discreta Y =, se evalua:

Pla< X <blY = Y)=ZX: f (x]y)

m Sise desea encontrar la probabilidad de que la variable
aleatoria discreta Y caiga entre a y b cuando se sabe que la
variable aleatoria discreta X = X, se evalua:

Pla<Y <b|X = x):zy: f(y[x)
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Sise desea encontrar la probabilidad de que la variable
aleatoria continua X caiga entre a y b cuando se sabe que la
variable aleatoria continua Y =Y, se evalua:

Pla< X <blY = y)=_[: f(x]y o

m Sise desea encontrar la probabilidad de que la variable
aleatoria continua Y caiga entre a y b cuando se sabe que la
variable aleatoria continua X = X, se evalua:

P(a<Y <b|X = x):j: f(y\x)jy
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #1: Obtener la distribucion condicional de X, dado
que Y = 1, y utilizarla para determinar P(X=0|Y = 1), del
ejemplo de la distribucidon conjunta de las variables discretas.

Se debe encontrar f(X|y), donde y = 1, por lo tanto se debe encontrar
primero h(1):
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

FX,y) 0 >1( . Totz;ﬂlielzl por
0 | 328 | 928 | 328 15/28
y 1 | 628 | 628 : 12/28
2 | 128 : : 1/28
T(‘;?ﬂf;flzr 1028 | 15128 | 3/28 1

UCR-ECCI
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gx) | 514 | 15728 | 3/28

y 0 1 2

hy) | 1528 | 3/7 1/28
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f (x]1)= fh(xl’)l)— f3(/x7’1) %f(x,l)
f(O\l):g f(0,1)—g>< 268 _ ;‘j :%
f(l‘l):g f(l’l)_gx 268 ) 2421 :%
f(2\1)=% f(2,1):%><0=o

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad

50



Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #1: La distribucion condicional de X, dado que Y = 1
es:

fx|) | 12 1/2 0
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo #1: LaP(X=0|Y = 1), utilizando la distribucion
condicional de X, dado que Y =1, es:

1

2

Por lo tanto, s1 sabe que uno de los repuestos seleccionados es 1ojo,
se tiene una probabilidad de 2 de que el otro repuesto no sea azul.

P(X =0y =1)=f(o]1)
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo #2: La densidad conjunta para las variables
aleatorias (X,Y), donde X es el cambio de temperatura unitario
y Y es la proporcion de desplazamiento espectral que produce
cierta particula atbmica es:

10xy* O0<x<y<l

f(x,y)=
0 otro caso
Encontrar las densidades marginales g(x) y h(y), y la densidad
condicional f(y|X).

Encontrar la probabilidad de que el espectro se desplace mas de la

mitad de las observaciones totales, dado que la temperatura aumenta
a 0.25 de unidad.
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #2: Las densidades marginales g(X) y h(y), y la
densidad condicional f(y|X) son:

10

y=1
+00 10
g(x)= LO f(x,y)dy = J‘Xlleyzdy =3 Xy

=?x(1—x3), 0<x<l

y=X

h(y):f:f (x, y)dx = jOyIOxyzdx =5x2y? ) =5yt 0<y<l

x=0

2

2
’3/) 0xy” 3V O<x<yx<l

) %x(l—xﬂ_ =
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo #2: La probabilidad de que el espectro se desplace
mas de la mitad de las observaciones totales, dado que la
temperatura aumenta a 0.25 de unidad es:

I, o B o 3y’
P(Y > 2|X = o.zsj =], f (yjx=025hy =] 025" )dy
oy | 648
(63/64),, 63 63
P(Y >1‘x =o.25j:§=§
2 63 9
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Sean Xy Y dos variables aleatorias, discretas o continuas, con
distribucion de probabilidad conjunta f(X,y) y distribuciones
marginales g(X) y h(y), respectivamente. Se dice que las
variables aleatorias X y Y son estadisticamente

independientes s1 y solo si
f(x,y)=g(x)h(y)

para toda (X,y) dentro de sus rangos.
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Prueba: Sif(X|y) no depende de y, entonces f(X|y) = g(X) y
f(x,y) = g(x)h(y). Demostracion:

f(xy)=f(xy)h(y)

9(x)= ; f(x,y)= ; f(x|y)n(y)
9(x)=f(xy)>_h(y)

Shiy)-1

060=1(dy) F(xy)=glon(y)
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Prueba: Sif(X|y) no depende de y, entonces f(X|y) = g(X) y
f(x,y) = g(x)h(y). Demostracion:

f(x.y)=f(xlyh(y)

g(x)= [ yly=[""f(xyh(y)y
g(x)=(y)[ h(y)y

[“n(y)dy =1

9(x)=f(xly) f(xy)=g(x)n(y)
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #1: Mostrar que las variables aleatorias del ejemplo
de la distribucion conjunta de las variables discretas no son
estadisticamente independientes.

Se considera el punto (0,1). De los célculos y la tabla anteriores se
encuentra que las tres probabilidades f(0,1), g(0) y h(1) son

6 3
f(0,1)=—==
©.1) 28 14
2 36 1 10 5
9(0) yZ; 0.y) 28 28 28 28 14
2 6 12 3
h(1)=) f(xl)=—+—+0=—"==
Y Z; (x1) 28" 28 8§ 7
=

Oh(t)
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo #2: La densidad conjunta para las variables
aleatorias (X,Y) es:

x(1+3y?)
f(X,y)=< 4

0 otro caso

.

0<x<2,0<y<l

Encontrar las densidades marginales g(X) y h(y), y la densidad
condicional f(X|y).

Demostrar que son estadisticamente independientes.
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo #2: Las densidades marginales g(X) y h(y), y la
densidad condicional f(X|y) son:

y=1

2 3
Q(X):Lof(X>Y)dy=ﬂx(1+43y )dY=);y+XZ =§, 0<x<2
y=0
e B 2X(1-|—3y2) _X2 3X*y? )(:2_1+3y2

h(y)_'f_oof(x,y)dx_.f0 . dx_8+ s | T 2 , O<y<l

x(1+3y2)

fx,
f(xly)= rsxyﬁl): (1+§y2) =§ 0<x<2
o
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Ejemplo #2: Las variables aleatorias X y Y son
estadisticamente independientes:

f(x,y)=a(x)h(y)

A1+43y*) _x 143y’

4 2 2
—
x(1+3y2)_ x(1+3y2)
4 4
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Todas las definiciones anteriores respecto a dos variables
aleatorias se pueden generalizar al caso de n variables
aleatorias.

m  Sea f(X,X,,...,X) la funcidon de probabilidad conjunta de las
variables aleatorias X;, X,, ..., X,. La distribucion marginal de
X,, por ejemplo, es

g(x,)= ZZ f(X,,X,,...,X, ), caso discreto
X, X,
g(x,)= foofoo f(X,X,,..., X JAX,dx,...dx_, caso continuo
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m Y se puede obtener distribuciones marginales conjuntas
como a(X;,X,), donde

Z Z f (X, %y, X ) caso discreto
#x, % )=+

+oo +oo .
J- J- (X,, Xy ..., X, JX,dX,...dX  caso continuo
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

Se pueden considerar numerosas distribuciones condicionales.
Por ejemplo, la distribucion condicional conjunta de X,, X,y
X5, dado que X, = X,, X5 =Xs, ..., X, = X, S€ escribe como

f (X, %y, X )

g(X,, Xseos X, )

F(X,,X,, X3 |X,, Xsronns X, ) =

Donde g(X4,Xs,...,X,) s la distribucion marginal conjunta de
las variables aleatorias X,, X,,..., X..
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Sean X, X,,..., X, N variables aleatorias, discretas o continuas,
con distribucion de probabilidad conjunta f (X;,X,,....X,) ¥
distribuciones marginales f,(X,), f,(X,),..., f,(X,),
respectivamente. Se dice que las variables aleatorias X, X,,...,
X, son estadisticamente independientes mutuamente s1y
sOlo si

f (X, Xy, X )= (% )T, (%, ) T (X))

para toda (X;,X,,...,X,) dentro de sus rangos.

UCR-ECCI  CI-0115 Probabilidad y Estadistica
Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad 66



Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

m  Ejemplo: El tiempo de vida, en anos, de cierto producto

alimenticio perecedero empacado en cajas de carton es una
variable aleatoria cuya funcion de densidad de probabilidad
estda dada por

—X

¢ (x) _ e x>0
0 otro caso

Sean X, X, y X, los tiempos de vida para tres de estas cajas
1> N2 Y A3 p p ]
que se seleccionaron de forma independiente.
Encontrar P(X,; <2, 1 <X, <3, X;>2).
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Distribuciones de Probabilidad Conjunta (cont.)

B Solucion: Como las cajas se seleccionan de forma
independiente, se puede suponer que las variables aleatorias
X, X, ¥y X; son estadisticamente independientes y que tienen
la densidad de probabilidad conjunta

f(Xl,Xz, X3): f(Xl)f (Xz)f (XB): e_xle_xze—xg

e
f(xl,xz,x»:{

=X =Xy = X3

X, >0,%X,>0,%X, >0
0 otro caso
P(X, <2,1<X,<3,X,>2)= Ew f joze‘xl‘xz‘x3dxldx2dx3

= (1 e~ )(e‘1 —e” )e‘2

P(X, <2,l<X,<3,X,>2)=0.0376
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