Practica 6 - Diagonalizacion de Matrices Hermiticas -
Formas Cuadraticas - Descomposicion en Valores
Singulares

Nota: en todos los ejercicios, salvo que se indique lo contrario, (-, -) representa el producto
interno canénico en R™ 6 C™.

1. Encontrar nimeros a, b y ¢ de manera tal que:

a 14i
b | sea ortogonal. 2) U = l 12
2

C

1) P= “ ] sea unitaria.

b
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2. Determine cuéles de las matrices de los ejercicios 5 y 6 del T.P. 4 son ortogonales.

3. Demuestre que las matrices de Householder son ortogonales (ver ejercicio 28 (d) del
T.P. 2).

4. Demuestre las siguientes propiedades de las matrices unitarias:

(a) U es unitaria < U es unitaria < U7 es unitaria.
(b) SiU y V son unitarias entonces UV es unitaria.

5. Sea T': R® — R" la trasformacién lineal definida por T'(z) = Pz con P € R"*"
ortogonal. Demuestre lo siguiente:

(a) (T'(z),T(z")) = (z,2") para todo z,2’ € R". En particular ||T'(z)| = ||z|| para
todo x € R™.

(b) L 2" siy sélosi T(x) L T(x").

(¢) {v1,...,v,} es base ortonormal de R" si y sé6lo si {T'(vy1),...,T(v,)} es base
ortonormal de R".

(d) Si S es un subespacio invariante por 7', entonces T'(S) =S y T'(St) = S*.

6. Idem ejercicio 5 pero con C™ en lugar de R™ y U € C™*" unitaria en lugar de
P e R™™ ortogonal.

7. Suponga que B; = {vi;...;v,} vy Ba = {u1;...;u,} son bases ortonormales de
R™ (resp. €C"). Demuestre que la matriz de cambio de base Cp,p, €s una matriz
ortogonal (resp. unitaria). (Sugerencia: demuéstrelo primero para el caso en que
B, es la base canénica. Otra alternativa es emplear el ejercicio 9 del T.P. 2).

8. Sea T : R" — R™ una transformacién lineal tal que para cierta base ortonormal B,
[T]s es ortogonal. Demuestre que:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) [T]p es ortogonal para cualquier otra base ortonormal B'.
(b) Valen (a)-(d) del ejercicio 5.

Halle T € L(R3?), T # +1I, tal que S = {z € R : 11 — 2o + 13 = 0} sea invariante
por T'y, ademéds, ||T(z)|| = ||z|| para todo z € R3.

Explique por qué las rotaciones y las simetrias preservan los angulos entre vectores
y las longitudes de éstos.

Halle los autovalores y autovectores de la matriz ortogonal del ejercicio 1. Calcule
el médulo de cada autovalor y el producto interno entre dos autovectores correspon-
dientes a dos autovalores diferentes.

Demuestre que los autovalores de una matriz unitaria son de médulo uno y que
autovectores correspondientes a distintos autovalores son ortogonales.

Diagonalice ortogonalmente cada una de las siguientes matrices simétricas, es decir,
exprese cada una de ellas en la forma PAPT, con P ortogonal y A diagonal:

S i 2 3 0 20100
i)l13] i) |13 1 i) | —36 —23 0 V)1 090
311 0 0 3

010 2

Diagonalice unitariamente cada una de las siguientes matrices Hermiticas, es decir,
exprese cada una de ellas en la forma UAU¥, con U unitaria y A diagonal:

0 1 i 0
i)l_“]] i) | =i 10
00 1

Compruebe que las siguientes matrices puede ser diagonalizadas unitariamente, atin
sin ser Hermiticas:

0 -1 0
i)“ _” i)|1 00
0 01

Califique cada una de las siguientes afirmaciones como verdadera o falsa:

a) Si A € R"™" es diagonalizable ortogonalmente entonces A es simétrica.
g g
(b) Una matriz simétrica A € R™*™ tiene n autovalores reales distintos.

(c) Las multiplicidad algebraica y geométrica de cada autovalor de una matriz
simétrica coinciden.

(d) Si A € C™™™ es diagonalizable unitariamente entonces A es Hermitica.

(e) Si A € C™™ es diagonalizable unitariamente y sus autovalores son reales
entonces A es Hermitica.
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(f) Si A € C™" es diagonalizable unitariamente entonces A* también es diagona-
lizable unitariamente.

(g) Si A € C™™ es diagonalizable unitariamente entonces su inversa, en caso de
existir, también es diagonalizable unitariamente.

Demuestre con un ejemplo que el producto de matrices Hermiticas no es necesaria-
mente una matriz Hermitica.

Suponga que A € R™" es simétrica y que B € R™*™. Demuestre que BT AB, BTB
y BB son simétricas.

Se dice que una matriz C € R™" es antisimétrica si CT = —C.

(a) Encuentre los autovalores y autovectores de la matriz antisimétrica

01
y compruebe que sus autovalores son imaginarios puros y que es diagonalizable
unitariamente.

(b) Considere A = iC'y compruebe que A es Hermitica. Explique por qué a partir
de esto 1ltimo se deduce que los autovalores de C' son imaginarios puros y que
C es diagonalizable unitariamente.

(c) Demuestre que si C' € R™™ es antisimétrica entonces A = iC' es Hermitica.

(d) Deduzca del punto anterior que una matriz real antisimétrica tiene autovalores
imaginarios puros o nulos, que autovectores correspondientes a autovalores
distintos son ortogonales y que es diagonalizable unitariamente.

(e) Demuestre que una matriz C' € R™*" antisimétrica es singular si n es impar.

Halle A € R3*3 simétrica tal que Ay = —1 y A = 2 sean sus autovalores y Sy, =
gen{[1 11]7}.

Halle una matriz Hermitica A € C3*3 tal que B = A% — A% + A — I sea singular,
A = 2 sea autovalor doble y § = {x € C®: z; —izy + z3 = 0} sea invariante por A.
i, Es tnica A7?; si no lo es encuentre dos diferentes.

Encuentre la matriz de cada una de las siguientes formas cuadraticas en R2.
a) 1022 — 6x12 — 372 b) 522 + 32112 ¢) T1Zo.

Encuentre la matriz de cada una de las siguientes formas cuadraticas en R3.
a) 42102+ 67123 —8%2x3 b) 817 +Tx3— 323 — 61179 +431703— 27273 €) T3 —T1T3+T3.

Clasifique cada una de las siguientes formas cuadraticas en R? y efectiie un cambio
de variables x = Py que transforme la forma cuadratica en una sin término de
producto cruzado. Escriba la nueva forma cuadratica. Grafique los conjuntos de
nivel.

a) 22+ 10z 22+ 73 b) 322 —4w1209+ 623 ¢) 3+ 27102+ 23 d) —4? +4x139 — 373,
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Clasifique cada una de las siguientes formas cuadraticas en R® y efectiie un cambio
de variables x = Py que transforme la forma cuadratica en una sin término de
producto cruzado. Escriba la nueva forma cuadratica.

a) 5x? + 623 + Ta3 + 47179 — 42273

b) 3z? + 223 + 222 + 23179 + 27173 + 47273

C) 1Ty + ToTs + T1T3.

Dada la forma cuadritica Q : R> - R, Q(z) = —%x% + gaslxg + %x%, demuestre que
—||lz]|3 < Q(z) < ||z||3 para todo z € R2.
El siguiente ejercicio muestra cémo clasificar una forma cuadratica Q(z) = % Ax,

donde A = (a;;) € R**2, sin encontrar los autovalores de A. Demostrar:

(a) @ es definida positiva si y sélo si a;; > 0y det(A) > 0.
(b) @ es definida negativa si y sélo si a;; < 0y det(A) > 0.
(c) @ es indefinida si y sélo si det(A) < 0.

(Sugerencia: Tenga en cuenta que si A; y Ag son los autovalores de A, entonces
traza(A) = )\1 + )\2 y det(A) = /\1)\2).

Demuestre que la expresiéon (r,y) = r7Qy con Q € C™™ Hermitica define un
producto interno en C” si y sélo si () es definida positiva.

Determine cudles de las siguientes expresiones determinan productos internos en R2
6 R3.

a) T1Y1 + T1Y2 + Tay1 + 3TaYs b)) x1y1 + T1y2 + T2y1 + 3TaYs

c) Tx1yr — 4x1ys + 421y — 42291 + 522Y2 + 423y1 + 923Ys.

Para los que resulten productos internos, graficar la bola unitaria.

Compruebe que (z,y) = 2ZT1y; + iT1y2 — iT2y1 + Tay2 + T3ys es un producto interno
en C3.

Demuestre que si B € R™*", entonces G = BT B es semidefinida positiva. Encuentre
la condicién que debe cumplir B para que G resulte definida positiva. (A G se la
denomina matriz de Gram de B.)

Encuentre el maximo y el minimo de la formas cuadréticas de los ejercicios 24 y 25,
sujetos a la restriccién 27z = 1.

Dada la forma cuadratica @ : R®® — R, Q(z) = —223 422,25 — 223 — 1023, determinar
los valores maximo y minimo de Q(z) sujeto a la restricciéon z2 + 22 + 922 = 9, y
los valores de x para los cuales se alcanzan esos extremos.(Sugerencia: considere un
cambio de variable que transforme la restriccién dada en una de la forma z7z = 1.)

Encuentre el maximo y el minimo de la forma cuadratica Q(z) = 22 + 22 sujeto a la
restriccién 2x? — 2z1x5 + 222 = 4. Halle los = para los cuales se alcanza el extremo.
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35. Encuentre los puntos de la curva

217 + 623 — W5xyxs =1

méas cercanos al origen de dos formas diferentes:

(a)
(b)

Minimizando ||z|| con z sujeto a una restriccién adecuada.

Haciendo un cambio de variables adecuado y resolviendo el problema en las
nuevas variables.

36. Encuentre una descomposicién en valores singulares (DVS) de cada una de las si-
guientes matrices

0|

Sa] vt a] e[3n] efie] w332

37. Considere la transformacién lineal T : R? — R? definida por T'(z) = Az con

11
A= 1 3
-3 1

Encuentre de entre todos los vectores de norma 1, uno tal que ||7'(x)|| sea méxima
y otro tal que ||T(z)|| sea minima. ; Qué relacién encuentra entre lo que obtuvo y
los valores singulares de A?

38. Suponga que A € R y A =UXV7T es una DVS de A. Justifique cada respuesta.

(2)

Suponga que A es cuadrada e inversible. Encuentre una DVS de A~L.

Demuestre que si A es cuadrada, |det(A)| es igual al producto de los valores
singulares de A.

Demuestre que las columnas de V son autovectores de AT A y que las columnas
de U son autovectores de AAT.

Demuestre que los valores singulares no nulos de A coinciden con los valores
singulares no nulos de AT y de alli deduzca que el rango de A y de AT coinciden.

Demuestre que si A es n X n y definida positiva, entonces los valores singulares
y los autovalores de A coinciden.

Halle una DVS de G = ATA y demuestre que: i) los rangos de A y de G
coinciden, ii) G es inversible si y sélo si el rango de A es m. (Compare con el
ejercicio 21 del T.P. 3).

Demuestre que si P es ortogonal PAy A (AP y A) tienen los mismos valores
singulares.



39. A partir de las descomposiciones en valores singulares halladas en el ejercicio 36
encuentre descomposiciones en valores singulares de la inversa de la matriz del punto
c. y de la transpuesta de la matriz del punto e.

40. Halle la pseudoinversa de A, con A la matriz del ejercicio 36 e. y encuentre la

solucion por cuadrados minimos de norma minima de la ecuacién Az = b, con
b=1[1 —1]".

41. Demuestre que en el caso en que A € R"™™ tiene rango m, la pseudoinversa de A
definida a partir de una DV'S de A y la seudoinversa definida en el ejercicio 21 d.
del T.P. 3, coinciden.

42. Compruebe que A = ULVT con

V2o _\2 29 0 0 IVERR, B/
2 2 3 2 6
U=| 01 0|, E=|0050]|, V=|¥ 0 —¥¢
v2 g A2 0 00 V3 _v2 W6
2 2 3 2 6

es una descomposicién en valores singulares de A y, a partir de ella, calcule rango(A),
las matrices de proyeccién a col(A) y Nul(A) y la seudoinversa de Moore-Penrose.
Encuentre los z € R? unitarios que maximizan ||Az||.

43. Sabiendo que

1 -2 0120
1/vV2  1/V2
A=|1 1 -1|]0 2 ,
1 1 1]]o0o0 ll/\/i —1/\/51

obtener una DVS de A sin calcular previamente A y, a partir de ella, hallar una DVS
de AT y calcular las matrices de proyeccién a col(AT) y Nul(A”) y la seudoinversa
de Moore-Penrose de AT

44. Decidir si son verdaderas las siguientes afirmaciones
(a) Si A y B son matrices semejantes ortogonalmente entonces A y B tienen los

mismos valores singulares.

(b) Si A € R"y B € R" tienen los mismos autovalores, entonces A y B tienen los
mismos valores singulares.

(c) Si A € R" es simétrica, entonces los valores singulares de A son iguales a los
autovalores de A.

(d) Si A € R” es simétrica, entonces los valores singulares de A son iguales a los
médulos de los autovalores de A.

45. Sea A € R" y sean 0, y o el minimo y el maximo valor singular de A respecti-
vamente. Demuestre que si A es un autovalor real de A entonces o, < |A| < o).
(Sugerencia: considere el producto v7 Av con v un autovector unitario de A.)



