Apartado 7.3: Teoria de conjuntos difusos y l6gica difusa

1 Introduccién

La l6gica difusa!, como su nombre indica, es una légica alternativa a la légica clasica
que pretende introducir un grado de vaguedad en las cosas que califica. En el mundo
real existe mucho conocimiento no-perfecto, es decir, conocimiento vago, impreciso,
incierto, ambiguo, inexacto, o probabilistico por naturaleza. El razonamiento y
pensamiento humano frecuentemente conlleva informaciéon de este tipo,
probablemente originada de la inexactitud inherente de los conceptos humanos y del
razonamiento basado en experiencias similares pero no idénticas a experiencias
anteriores.

El problema principal surge de la poca capacidad de expresion de la l6gica clésica.
Supongamos por ejemplo que tenemos un conjunto de personas que intentamos
agrupar segun su altura, clasificindolas en altas o bajas. La solucién que presenta la
légica clasica es definir un umbral de pertenencia (por ejemplo, un valor que todo el
mundo considera que de ser alcanzado o superado, la persona en cuestiéon puede
llamarse alta). Si dicho umbral es 1.80, todas las personas que midan 1.80 o mds serdn
altas, mientras que las otras seran bajas. Segin esta manera de pensar, alguien que mida
1.79 sera tratado igual que otro que mida 1.50, ya que ambos han merecido el
calificativo de bajas. Sin embargo, si dispusiéramos de una herramienta para
caracterizar las alturas de forma que las transiciones fueran suaves, estariamos
reproduciendo la realidad mucho maés fielmente.

Asimismo, no hay un valor cuantitativo que defina el término joven. Para alguna gente,
25 afios es joven, mientras que para otros, 35 es joven. Incluso el concepto puede ser
relativo al contexto. Un presidente de gobierno o de 35 afios es joven, mientras que un
futbolista no lo es. Hay sin embargo cosas que estdn claras: una persona de 1 afio es
joven, mientras que una de 100 afios no lo es. Pero una persona de 35 afios tiene
algunas posibilidades de ser joven (que normalmente dependen del contexto). Para
representar este hecho, definiremos el conjunto joven de modo que cada uno de sus
elementos pertenezca a €l con cierto grado (posibilidad). De un modo mas formal, un
conjunto difuso A se caracteriza por una funcion de pertenencia:

ua:U—[01]
que asocia a cada elemento x de U un ntimero pa(x) del intervalo [0,1], que representa
el grado de pertenencia de x al conjunto difuso A. A U se le llama universo de discurso.

Por ejemplo, el término difuso joven puede definirse mediante el conjunto difuso
siguiente:

Edad | Grado de Pertenencia
<25 1.0
30 0.8
35 0.6
40 0.4
45 0.2

1 A la hora de traducir el término inglés fuzzy, se barajaron principalmente dos alternativas:
borroso y difuso. Aunque en alguna bibliografia se habla atn de Légica Borrosa o Teoria de los
conjuntos borrosos, se utiliza mas el término difuso.
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Es decir, la funcién de pertenencia del conjunto difuso joven viene dada por:
ua(x) = 1 si x< 25, ua(30) = 0.8, ...., na(x) = 0 si x=50.
Que podemos representar en la siguiente gréfica:
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Fiqura1.  Funcion de pertenencia del conjunto difuso joven

Si el universo de discurso es continuo, tendremos funciones de pertenencia continuas:

Ha(x)

Edad

Fiqura 2.  Funcion de pertenencia de joven si U es continuo

En general, si una funciéon de pertenencia se da especificando los valores
correspondientes a un conjunto discreto de elementos del universo de discurso, el
valor asociado al resto de los elementos se obtiene por interpolacién (utilizando la
ecuacion de la recta que une los dos puntos?).

El origen del interés actual por la teoria de conjuntos difusos se debe a un articulo
publicado por Lofti Zadeh en 1.965. En la actualidad es un campo de investigacion
muy importante, tanto por sus implicaciones matemaéticas o tedricas como por sus
aplicaciones précticas. Prueba de esta importancia es el gran ntmero de revistas
internacionales (Fuzzy Sets and Systems, IEEE Transactions on Fuzzy Systems..)
congresos (FUZZ-IEEE, IPMU, EUSFLAT, ESTYLEF...) y libros (Kruse, 1994), (McNeill,
1994), (Mohammd, 1993), (Pedrycz, 1998) dedicados al tema.

¢En qué situaciones es ttil aplicar la 16gica difusa?

e En procesos complejos, si no existe un modelo de solucién sencillo.

e Cuando haya que introducir la experiencia de un operador “experto” que se base
en conceptos imprecisos.

e Cuando ciertas partes del sistema a controlar son desconocidas y no pueden
medirse de forma fiable (con errores posibles).

e Cuando el ajuste de una variable puede producir el desajuste de otras.

2 Asi se hace en FuzzyCLIPS



e En general, cuando se quieran representar y operar con conceptos que tengan

imprecisién o incertidumbre
Algunas aplicaciones importantes de la l6gica difusa son:

. Control de sistemas: Control de trafico, control de vehiculos (helicopteros...),
control de compuertas en plantas hidroeléctricas, centrales térmicas, control en
maquinas lavadoras, control de metros (mejora de su conduccién, precisiéon en las
paradas y ahorro de energia), ascensores...

J Prediccion y optimizacion: Prediccion de terremotos, optimizar horarios...

. Reconocimiento de patrones y Vision por ordenador: Seguimiento de objetos con
cdmara, reconocimiento de escritura manuscrita, reconocimiento de objetos,
compensacion de vibraciones en la cdmara, sistemas de enfoque automatico...

o Sistemas de informacion o conocimiento: Bases de datos, sistemas expertos...

2 Teoria de conjuntos difusos

21 Teoria de conjuntos clasica (conjuntos nitidos)

Los Conjuntos Clasicos (nitidos en la terminologia de légica difusa) surgen de forma
natural por la necesidad del ser humano de clasificar objetos y conceptos. Por ejemplo,
si pensamos en los productos de alimentacion, podemos hacer varios conjuntos:

Frutas: Manzana, Pera, platano, etc.
Verduras: Calabacin, Espinaca, ...
Carnes: ...

Pescados:...

Los conjuntos nitidos pueden definirse de varias formas:
o  Mediante un listado de sus elementos: Frutas = {manzana, pera,...}

e Mediante una funcion de pertenencia W que toma valores 0 o 1 definida sobre el
universo de discurso U (todos los elementos que pueden o no pertenecer al
conjunto):

Ejemplo: sea U el conjunto de todos los alimentos. Entonces Frutas es un
conjunto tal que y(manzana)=1, w(pargo)=0, etc.

De este modo, para definir un conjunto nitido A podemos utilizar la funcién de
pertenencia dada por:

9|

Es decir, una funcién tipo escalon centrada en el valor/valores
umbral/umbrales de decision.

0 si x¢ A

1 sixe A

Valor umbral valores umbrales

™

Si se utilizan funciones de pertenencia, la forma de representar el vacio y el
conjunto universo sera:

- El vacio & es un conjunto tal que para todo x de U, p(x)=0



- El conjunto universo es tal para todo x de U, p(x)=1

e Dando una caracteristica que defina sus elementos. Esto se puede hacer de varias
formas:

- Dando directamente la definicion:

Fruto = Producto del desarrollo del ovario de una flor después de la
fecundacion.

- Como un subjconjunto de un conjunto ya definido:

Frutas = Fruto comestible

2.2 Conjuntos Difusos

En los conjuntos difusos relajamos la restriccion de que la funcién de pertenencia valga
6 061, y dejamos que tome valores en el intervalo [0,1]. La necesidad de trabajar con
conjuntos difusos surge de un hecho: hay conceptos que no tienen limites claros. Por
ejemplo:

¢Una persona que mide 1.80 es alta? ;Una temperatura de 15 grados es baja?. Vemos
que, a diferencia de lo que ocurre en el caso de las frutas (no hay vaguedad, un
alimento o bien es una fruta o bien no lo es), en otras situaciones nos vemos obligados
a tratar con ella.

Veamos algunas definiciones ttiles:

e Llamaremos wvariable lingiiistica a aquella nocién o concepto que vamos a
calificar de forma difusa. Por ejemplo: la altura, la edad, el error, la variaciéon
del error.. Le aplicamos el adjetivo "lingtiistica" porque definiremos sus
caracteristicas mediante el lenguaje hablado.

e Llamaremos universo de discurso al rango de valores que pueden tomar los
elementos que poseen la propiedad expresada por la variable lingtiistica. En el
caso de la variable lingtiistica 'altura de una persona normal’, seria el conjunto
de valores comprendido entre 1.4 y 2.3 m.

e Llamamos valor lingiiistico a las diferentes clasificaciones que efectuamos sobre
la variable lingtiistica: en el caso de la altura, podriamos dividir el universo de
discurso en los diferentes valores lingtiisticos: por ejemplo bajo, mediano y alto.

e Llamaremos conjunto difuso a un valor lingtistico junto a una funcién de
pertenencia. El valor lingtiistico es el “nombre” del conjunto, y la funcién de
pertenencia se define como aquella aplicacién que asocia a cada elemento del
universo de discurso el grado con que pertenece al conjunto difuso. Decimos
que un conjunto es nitido si su funcién de pertenencia toma valores en {0,1}, y
difuso si toma valores en [0,1].

e Dado un conjunto difuso A, se define como alfa-corte de A, al conjunto de
elementos que pertenecen al conjunto difuso A con grado mayor o igual que
alfa, es decir:

A, ={xeX/u,x)>a}

e Se define como alfa corte estricto al conjunto de elementos con grado de
pertenencia estrictamente mayor que alfa, es decir:

Ag = {X € X/u,(x) >OC}



e Se define como soporte de un conjunto difuso A, al conjunto nitido de elementos
que tienen grado de pertenencia estrictamente mayor que 0, o sea, al alfa-corte
estricto de nivel 0.

Soporte(A) = { xeX /pn, (x) >0}

e Se define como niicleo de un conjunto difuso A, al conjunto nitido de elementos
que tienen grado de pertenencia 1. (alfa-corte de nivel 1)
Nucleo(A) = {xeX /up (x) =1}

e Se define la altura de un conjunto difuso A como el valor mas grande de su
funcién de pertenencia.

e Se dice que un conjunto difuso esta normalizado si y solo si su ntcleo contiene
algtin elemento (o alternativamente, si su altura es 1), es decir:

dxeX W, (x) =1
e Elelemento x de U para el cual pr(x) = 0.5 se llama el punto de cruce.

e Un conjunto difuso cuyo soporte es un tinico punto x de U y tal que la funcién
de pertenencia de x es 1 (es decir, el soporte coincide con el nicleo y tienen un
Unico punto) se llama un conjunto difuso unitario (singleton).

Ejemplo 1

Consideremos la variable lingiiistica “Altura de los seres humanos”, que toma
valores en el universo de discurso U = [1.4, 2.50]. Vamos a hacer una clasificaciéon
difusa de los seres humanos en tres conjuntos difusos (o valores lingtiisticos): bajos,
medianos 'y altos.

ux) Conjunto
difuso
Funcién de 4 . V"l,”".
pertenencia bajo mediano alto < linguistico

ALTURA
1.5 1.7 1.9
Ust:verso de ) Variable
iscurso linguistica

En esta ilustraciéon hemos dibujado 3 conjuntos difusos sobre la variable lingtiistica
altura, cuyos valores lingtiisticos asociados son bajo, mediano y alto respectivamente. Las
funciones de pertenencia son de tipo L para bajo, Lambda o Triangulo para el mediano y
Gamma para el alto. Mas adelante aclararemos porqué usamos estos nombres, que
Unicamente determinan qué forma tendran las funciones de pertenencia. De este modo
si Luis mide 1.80 metros, la l6gica difusa nos dice que es un 0.2 mediano y un 0.8 alto.
De este modo expresamos que mientras un elemento puede estar dentro de un
determinado conjunto, puede no cumplir las especificaciones de dicho conjunto al cien
por cien (por ejemplo, en el caso de Luis, a la vista del resultado podriamos afirmar
que es poco mediano y mds bien alto.

En este ejemplo, dado el conjunto difuso mediano tenemos que:



e El alfa-corte 0.5 es el intervalo [1.6,1.8]

e El alfa corte estricto 0.5 es el intervalo (1.6, 1.8)
e Elsoporte es (1.5, 1.9)

e Elndcleoes1.7

e Es un conjunto difuso normalizado

e Tiene dos puntos de cruce: 1.6 y 1.8

La notacién habitual para los conjuntos difusos es la definida por Lofti Zadeh, que es la
siguiente: sea A un conjunto difuso definido sobre el universo U:

A={(xua(x) / x U}

que indica que A estd formado por todos los pares ordenados x y el resultado de la
funcién de pertenencia para todo elemento u dentro del universo de discurso U. Para
denotar el conjunto difuso A:

si el universo es discreto: z Uy(x)/ x
U

si el universo es continuo: F = Iﬂ () x

u

jCuidado con esta notacién! El sumatorio o la integral pierden su significado habitual,
En légica difusa quieren simbolizar una mera enumeraciéon de tuplas. La barrra
tampoco indica una fracciéon sino que simplemente separa los dos elementos de la
tupla. Asi por ejemplo el conjunto difuso discreto "Tirada alta del dado" podria
definirse como:

F={0/1+0/2+03/3+0.6/4+0.9/5+1/6}

La parte derecha de la tupla indica el elemento y la parte izquierda el grado de
pertenencia.

Los conjuntos difusos y las funciones de pertenencia pueden emplearse de dos formas
posibles:

a) Para estimar grados de pertenencia a un conjunto. Por ejemplo, si nos dicen que
una persona mide 170 cm, jen qué grado es una persona alta?

b) Para expresar posibilidades en una situacion en la que se dispone de informacién
incompleta. Por ejemplo, si nos dicen que una persona es mediana, ;cudl serd su
altura? En este caso la funcién de pertenencia p puede interpretarse como una
distribucion de posibilidad que nos indica la preferencia sobre los valores que una
variable de valor desconocido puede tomar.

De este modo vemos que la principal diferencia entre la teoria de conjuntos clasica y la
difusa es que mientras que los valores de la funcién de pertenencia de un conjunto
nitido son siempre 0 o 1, la funcién de pertenencia de un conjunto difuso toma valores
en todo el intervalo [0,1]°. De este modo vemos que, al contrario de los conjuntos
nitidos, que pueden definirse de varias formas, los conjuntos difusos vienen siempre

3 Se suele normalizar el grado de pertenencia maximo a 1.



definidos por su funcién de pertenencia. Veamos qué tipos de funciones de pertenencia
se usan mas habitualmente en la l6gica difusa.

221 Funciones de pertenencia

Aunque en principio cualquier funcién seria vélida para definir conjuntos difusos, en
la practica hay ciertas funciones tipicas que siempre se suelen usar, tanto por la
facilidad de computacién que su uso conlleva como por su estructura légica para
definir su valor lingiiistico asociado. Las funciones mas comunes son:

J Funcion GAMMA (I):
0 si x<a

U(x)=<(x—a)/(m—-a) si xe(am)
1 si x=m

0 para x<a
X

wx) = paraa<x<m

paraxz=m

° Funcién L:

Puede definirse simplemente como 1 menos
la funcion GAMMA

o Funciéon LAMBDA o triangular:

0 six<a |
_J(x—a)/(m—a) sixe (a,m]
-x)b—m) sixe (m,b)

0 six>b

u(x)

o

para x<a a m

x

para a<x<m

o B
|
X o

para m<x<b

oo
|
=

para x>b



. Funcién PI o trapezoidal:

0 para x<a
x~a para a<x<b !
b-a
u(x)=51 para b<x<c
d-x
r— para c<x<d 2 b c d
0 para x>d

Las funciones L y GAMMA se usan para calificar valores lingiiisticos extremos, tales
como bebé o anciano, respectivamente. Las funciones PI y LAMBDA se usan para
describir valores intermedios (como joven, de mediana edad, maduro). Su principal
diferencia reside en que la funcién PI implica un margen de tolerancia alrededor del
valor que se toma como maés representativo del valor lingtiistico asociado al conjunto
difuso.

También se pueden utilizar otras funciones que no sean lineales a trozos. Por ejemplo,
en FuzzyCLIPS se utilizan las siguientes funciones:

e Funcién s, definida mediante:

0 para x<a
2
Z(X_aj , paraanSanrC
=) \c—a
Hs(x) = 2 4
1—2(X aj , paraa C<xsc
c-a 2
1 parax=c

a (atc)/2 c

e Funcién z, que es la funcion opuesta,
hz(x) = 1- ps(x)

e Funcién Il , definida mediante
X arax<b
Un(x) = {#s( ) P
Uz (x) parax>Db / \

b-d b b+d

2.2.2 Etiquetas lingiiisticas

Tradicionalmente se han utilizado modificadores de los conjuntos difusos a los que
llamamos etiquetas lingiiisticas, equivalentes a lo que en lenguaje natural serian los
adverbios. La interpretacion en el modelo difuso de estos enunciados consiste en la
composicion de la funcién de pertenencia con una operacién aritmética simple. Por
ejemplo, es habitual considerar como interpretacion del adverbio muy el cuadrado de
la funcién de pertenencia original, Es decir, “Juan es muy alto” se interpretaria como:

Moy acto (%) = (Mapo (%))
Existe una amplia bibliografia sobre el tema, véase por ejemplo [ESHS81], de la que
podemos entresacar algunas interpretaciones clasicas de los adverbios, aunque no



siempre serdn las mas adecuadas a un problema de representaciéon del conocimiento
concreto:

MUY Hyuy o(X) = (MA(X))2

De este modo, si el grado de pertenencia de una persona a la clase alto es 0.5, el grado
de pertenencia a la clase muy alto es s6lo 0.25.

ALGO R argo a(X) ZVHA(X)

Asi, si el grado de pertenencia de una persona a la clase alto es 0.5, el grado de
pertenencia a la clase algo alto es de 0.707.

Existe todo un catalogo de posibles adverbios y sus modificadores asociados, pero las
modificaciones que mas usualmente se aplican a un conjunto difuso son las siguientes:
e Normalizacion, al convertir un conjunto difuso no normalizado en uno normalizado

(dividiendo por la altura del conjunto).

e Concentracion, al componer con una funcioén tipo f(y)=yp, con p>1. El efecto es que la
funcién de pertenencia toma valores mas pequefios, centrdndose en los valores
mayores.

El efecto de aplicar la concentracién puede verse en la siguiente figura (la funciéon
de pertenencia base es la azul, y la modificada la rosa):

1+

0 -

e Dilatacién, al componer con una funcién tipo f(y)=yr con 0<p<1 (o también con 2y-
y?). El efecto es el contrario a la concentracion.

1

e Intensificacion del contraste. Se disminuyen los valores menores a 1/2 y se aumentan

los mayores. Componemos con una funcién del
207 lyP <05

tipo: f(y) = y_] paray
1-2P"(1-y)? enotrocaso

donde p>1. Normalmente se suele poner p=2 (a mayor p, mayor intensificacion).

El efecto es:



e Difuminacion. Efecto contrario al anterior.

Se compone con la funcién:

f(y)z{,/y/Q paray <0.5

1-4/(1-y)/2 enotrocaso

Cuyo efecto es:

0 lg—m

Los adverbios o modificadores pueden componerse entre si, obteniendo mdultiples
combinaciones para representar enunciados complejos como “Juan es mucho més que
alto”. FuzzyCLIPS tiene varios modificadores predefinidos:

Nombre del modificador Descripciéon del modificador
not 1-y

very (muy) y?

somewhat (algo) y1/3
more-or-less (mas o menos) yl/2

extremely (extremadamente) y?3

y también admite la definicién de nuevos modificadores por el usuario.

2.3 Operaciones elementales con conjuntos difusos

Al igual que en la teoria clasica de conjuntos, sobre los conjuntos difusos podemos
definir las operaciones de union, interseccion, complementario, etc.

2.3.1 Complementario

Dado un conjunto A, el conjunto complementario de A estda formado por los
elementos del universo que no pertenecen a A. En el caso difuso, este conjunto vendra
definido por una funcién de pertenencia que se calcula para cada elemento a partir de

su pertenencia al conjunto A. Es decir:

Hz(X) = c(,(x))



siendo c una funcién c: [0,1] — [0,1] que, dado el grado de pertenencia al conjunto A,
nos da el grado de pertenencia al conjunto complementario de A. A esta funcién c
desde un punto de vista intuitivo deben exigirseles las siguientes caracteristicas:

- c1. concordancia con el caso nitido c(1)=0vy c(0)=1
- 2. estrictamente decreciente Vo,e [0,1] o>B = c(a) <c(P)
- ¢3. involucién Voe [0,1] c(c(a)) =

En general se considera como funcién del complementario a c(a) =1 - o. Asi, para el
conjunto difuso definido por una funcién triangular (por ejemplo, el conjunto difuso
mediano) su complemento serfa:

aunque también existen otras variantes que cumplen las propiedades antes citadas
como:

- Complementario de Yager cw(0) =(1-oM)/W we [0, o]

Para una funcion triangular y con w=2, tendriamos:

1+

-«

Ae [0,1]

- clase de complementarios de Sugeno c, (o) =

para A =1/2:

2.3.2 Interseccion

En teoria de conjuntos clédsica, se considera que un elemento pertenece al conjunto
interseccion de dos conjuntos si pertenece a ambos. En el caso difuso el problema



consiste en determinar el grado de pertenencia al conjunto interseccién, conocido el
grado de pertenencia a cada uno de los conjuntos originales. Supongamos:

Haqp(X) = 11, (X), 15 (X))

donde:

1: [0,1]x[0,1] — [0,1]

analogamente al caso anterior, imponemos las siguientes condiciones:

Yo,B,ye[0,1]
- i1. concordancia con el caso nitido 1(0,1)=1(0,0)=1(1,0)=0; 1i(1,1)=1
- i2. conmutatividad i(o,B) = i(B,0r)
- i3. asociatividad i(oLi(B,Y)) = i(i(o,B),y)
- i4. identidad (o,1)=a
- i5. monotonia si oo’ B<P’, entonces i(o,P) <i(a’, B7)

Si se verifican los axiomas anteriores ([0,1],i) tiene estructura de semigrupo abeliano
con elemento neutro. Las funciones i que verifican esta propiedad se llaman dentro de
la teorfa de conjuntos difusos normas triangulares (t-normas).
Las t-normas usadas més habitualmente son las siguientes:
- t-norma del minimo imin(0L,B) = min(c,p)
Por ejemplo si consideramos dos funciones tipo triangular (nirio, adolescente), la t-
norma del minimo seria:

1 4

0 Hrnes .
- t norma del producto ix(o,f) =a*p
1
0 A
o sif=1
- t-norma del producto drastico i (ap) = p sio=1

0 en otro caso
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Aunque no siempre se puede decir que una t-norma es mayor que otra, se puede
demostrar que toda t-norma verifica las siguientes desigualdades:

Vo,Be [0,1] iint(0B) < i(0LB) < imin(0LB) ,
es decir, que la menor t-norma es la t-norma del producto dréstico y la mayor t-norma
es lanorma del minimo.

2.3.3 Unién
Al igual que en el caso anterior podemos declarar una axiomatica intuitiva para la
unién de dos conjuntos difusos. Sea:
Hoop(0) = u(u, () pg(x))
en donde:
u: [01] x[0,1] — [0,1]
que debe verificar:

Vo,B,ye [0,1]
- ul. concordancia con el caso nitido u(0,)=u(l,1)=u(1,0)=1; u(0,0)=0
- u2. conmutatividad u(o,B) = u(B,o)
- u3. asociatividad u(o,u(B,y)) = u(u(o,p),y)
- ud. identidad (AU D = A) u(o,0) = o
- u5. monotonia Si o<’ B<P’, entonces u(o,P) <u(o, B)

Ademés, seria deseable que se mantuvieran también las siguientes propiedades:

- u6. Leyes de De Morgan u(o,B) = c(i(c(a),c(B))

i(0,B) = c(u(c(ar).c(B))
Que nos permiten calcular el grado de la unién en funcién de los grados del
complementario y la interseccion. A las funciones que verifiquen estas seis
propiedades se las llama conormas triangulares (t-conormas).
Considerando la funcién de complementacion c(o) = 1 -0, las t-conormas
correspondientes a las t-normas anteriores son:
- t-conorma del maximo Umax(0,3) = max(a,3)
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- t-conorma de la suma us(o,f)=a+B-o*P

1 4

0+ —y
- t-conorma de la suma drastica o sif=0
usup(oc,B) =19B sia=0
1 enotro caso
1 4
0+ e e

analogamente al caso de la interseccién, se puede demostrar que cualquier t-conorma
verifica las desigualdades:

Vo,Be[0,1] Umax(06B) < u(0LB) < ugup(0np)
Es decir, que la menor t-conorma es la del médximo y la mayor t-conorma la suma

drastica.
Pero las condiciones que exigimos a la unién y a la interseccion no garantizan en
general que se cumplan las siguientes condiciones:

Vo.,B,ye [0,1]
I1: Idempotencia (A N A=A) i(o,0) = o
I1: Distributividad (A n (B U C)) = ... i(o,u(B,y) = u(i(o,P),i(cy))
Ul : Idempotencia (AU A =A) u(o,o) = o
U2 : Distributividad (A U (B N C)) = ... u(oLi(B,y)) = i(u(o,B),u(c,y))

propiedades que sélo verifica la t-norma del minimo y su t-conorma del maximo.



Podriamos también definir el conjunto vacio y el conjunto universal. El concepto de
conjunto vacio corresponde al de aquel conjunto que no contiene ningtin elemento. Por
tanto, parece adecuado definirlo en la teoria de conjuntos difusos como:

VxeX uy(x)=0
y consiguientemente el conjunto universal se definiria como:

VxeX U, (x)=1
Pero asumiendo estas definiciones no se verifican en la teoria de conjuntos difusos
algunos famosos teoremas de la teoria de conjuntos clésica, como:

AnNnA=0

AUA=X

que se conocen como el principio de contradiccion y del tercio excluso,
respectivamente (l6gica aristotélica).

Si tomamos por ejemplo el conjunto difuso “joven” es facil comprobar que no se
cumplen ninguno de los dos principios.

Sin embargo es posible definir una t-norma y una t-conorma que satisfagan esto (la t-
norma del producto acotado y la t-norma de la suma acotada), aunque entonces no se
satisfardn las propiedades 11,12,U1,U2.

24 Razonamiento difuso

La teoria de conjuntos difusos nos permite representar hechos y relaciones vagas
(imprecisas). Se entiende por razonamiento difuso el proceso de realizar inferencias a
partir de hechos y relaciones difusas, asi como la combinacién de evidencias difusas y
la actualizacién de la precision de las creencias.

Una proposicion difusa simple es aquella que asigna un valor a una variable difusa, por
ejemplo: “la estatura de Pepe es mediana” o “la velocidad es normal”. Una proposiciéon
difusa tiene por tanto asociado un conjunto difuso A (el valor lingtiistico asignado,
“mediana” en este caso) y su correspondiente funcién de pertenencia pa definida sobre
los elementos del universo de discurso ue U.

Una proposicion difusa compuesta es aquella que se obtiene mediante la agrupacion de
dos o més proposiciones difusas simples, que pueden haber sido modificadas o no
antes de la agrupacion. Para agrupar proposiciones difusas simples podemos utilizar
las conectivas Y y O, y para modificar una proposicién difusa simple podemos utilizar
el NO. Asi por ejemplo podemos construir proposiciones difusas del tipo:

“la velocidad es normal” Y “el objeto esté cerca”
“la velocidad es alta” O “el objeto estd muy cerca”
“la velocidad NO es alta”

Los operadores l6gicos difusos pueden definirse de forma analoga a como se definieron
las operaciones entre conjuntos: sean p y q dos proposiciones difusas, A y B los
conjuntos difusos que intervienen en ellas, con funciones de pertenencia pa y us
definidas respectivamente sobre universos de discurso U y V. Entonces, los operadores
l6gicos pueden definirse mediante:



e NO (—p) vendra definida por una funcién de pertenencia tipo complemento de A,
por ejemplo p_a(u) =1 - pa(u)

e Y (pAq) vendréd definida por una funcién de pertenencia tipo interseccién, por
ejemplo fta.5(u,v) = pin( pa(u), ps(v))

e O (pvq) vendra definida por una funcién de pertenencia tipo unién, por ejemplo

Havs(u,v) = Hax(ua(u), us(v))

Ahora tenemos que definir lo que significa una implicacién, es decir, tenemos que
asignar una funciéon de pertenencia a una agrupacién antecedente consecuente del tipo
p—q. Definir el significado de la implicacion nos permitird razonar con reglas del tipo:

SI “la velocidad es normal”
ENTONCES “la fuerza de frenado debe ser moderada”

Esta funcion de pertenencia sera del tipo:

Upq: UxV —>[0,1]
(W) = Upsq(u,v)

Al definir la relacién de implicacién surge una cuestion importante ;qué se quiere
representar mediante la relacién de implicaciéon? La cuestiéon es fundamental porque
las relaciones de implicacién son la base del razonamiento basado en reglas. Existen en
principio dos posibilidades diferenciadas:

a) Dar a la implicacién el mismo significado que en la l6gica cldsica. Por ejemplo, en
légica clasica tenemos la equivalencia p—q = —pvq. De este modo, la funcién de
pertenencia asociada a la regla “Si A entonces B”, donde A y B son conjuntos difusos
seria:

Hposq(t,v) = max(L-tta(u), us(v))

En légica clasica también tenemos la equivalencia p—q = ~(pA(~q)), que conduciria a la
siguiente definicién:

Hposa(w,¥) = 1 = min[pa(w), 1-Ha(v)]
Ambas funciones son equivalentes.

b) Dar a la implicacién el significado de relaciones causa-efecto normalmente utilizadas
en los sistemas basados en conocimiento.

El primer caso se corresponde con la implicacion légica, al segundo podemos darle el
nombre de “implicacion causa-efecto”. Aunque la implicaciéon loégica difusa es
interesante desde el punto de vista tedérico, conduce a una formulacién inadecuada
para muchas aplicaciones de sistemas basados en conocimiento, que representan las
relaciones causa-efecto de un modo no consistente plenamente con la légica. Queda
entonces abierta la cuestion de como formalizar el significado de las relaciones de
implicacién causa-efecto. La mas utilizada actualmente fue propuesta por Mamdani:

IMPLICACION DE MAMDANTI:  p—q=pAq = Hpoq(u,v) = min( pa(u), us(v))



Para Mamdani, el grado de verdad de p—q es idéntico al de la proposiciéon A y B.
Podriamos justificar esto diciendo que, para Mamdani, una condicién tan sélo resulta
cierta cuando el antecedente es cierto y el consecuente también.

241 Inferencia difusa

Con la formalizacién anterior pueden representarse hechos y reglas difusas, y pueden
realizarse inferencias aplicando reglas de inferencia. Veremos dos casos: antecedentes
nitidos y antecedentes difusos.

2. Inferencia difusa con antecedentes difusos. Vamos a suponer que tenemos una regla
difusa del tipo:

Si p ENTONCES q
y un valor de entrada difuso p*.

La conclusién sera un hecho difuso q*, del cual queremos saber su funcién de
pertenencia.

Ejemplo

Sean:

la regla difusa

p—q = “Sl la velocidad es normal, ENTONCES la fuerza de frenado es moderada”.
el hecho difuso p*

El resultado de la inferencia serd una proposicion difusa q* con su correspondiente
conjunto difuso B* asociado, que vendra dado por la funcién de pertenencia us*(v).

7]

Supongamos que el hecho del que disponemos es p* = “la velocidad es alta”. Vamos a
ver dos tipos diferentes de inferencia:

1) inferencia tipo max-min (implicacién de Mamdani):

us*(v) = min(z, us(v))
donde z = max(min(uA*(u), Ha (u)))

normal alta moderada
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Con este tipo de inferencia estamos considerando la implicacién como una implicacién
de Mamdani.

b) inferencia tipo max-prod:

us*(v) = prod(z, us(v))
donde z = max(min(uA*(u), Ha (u)))
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Se puede hacer otro tipo de inferencia interpretando la implicacién como una
implicacion de la légica en lugar de como una implicacién de Mamdani. Para ello, las
funciones utilizadas serian:

Hs*(v) = max (1, us(v))
cuyo resultado es:

normal alta moderada
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us*(v) = 1-min(z, 1-415(v))

normal  alta moderada
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2. Inferencia difusa con antecedentes nitidos. Vamos a suponer que tenemos una regla
difusa del tipo:

Si p ENTONCES q
y un valor de entrada nitido p*.

La conclusién sera un hecho difuso q*, del cual queremos saber su funcién de
pertenencia.

Ejemplo:
Sean:

la regla difusa
p—q = “Sl la velocidad es normal, ENTONCES la fuerza de frenado es moderada”.
el hecho nitido



p* = “la velocidad es 75 km/h”
El hecho p* puede utilizarse para disparar la regla y obtener asi un valor difuso para la
fuerza de frenado que debe aplicarse:

velocidad = 75
SI velocidad = normal ENTONCES fuerza_frenado = moderada
fuerza_frenado = q*

Supongamos que las funciones de pertenencia de los conjuntos difusos A = normal y
B= moderada son los que se dan en la siguiente figura:

normal moderada
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Vemos que el valor de la funcién de pertenencia para el hecho nitido p es ua*(75) = 0.5.
La funcién de pertenencia asociada a la regla es Uy q(x,y) = min(ua(u), us(v)). El
resultado de la inferencia serd una proposicién difusa q* con su correspondiente
conjunto difuso B* asociado, que vendrd dado por la funcion de pertenencia ps*(y).

La tinica diferencia con el caso difuso es la forma de escoger el valor z, que en este caso
se calcula simplemente como z=pa(x), donde x es el valor nitido del que dispongamos,
en nuestro ejemplo 75. La inferencia se hace entonces con cualquiera de las alternativas
vistas en el apartado anterior, por ejemplo:

e Inferencia tipo max-min (implicacién de Mamdani):

us*(y) = min(ua(75), us(y))

Es decir, que el resultado de la inferencia seria “velocidad es moderada*”’, donde la
funcién de pertenencia del conjunto difuso moderada* es la representada en negrita en
la siguiente figura:

normal moderada
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e Inferencia tipo max-prod:

LLB*(Y) = prOd(LLA(75)r HB(Y))

Cuyo resultado es el representado en la siguiente figura:
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Igual se haria en el caso de que la implicacion se interprete como una implicacion
logica.

2.4.2 Decodificaciéon (transformacion de un conjunto difuso en un valor nitido)

La principal aplicacion de los sistemas de razonamiento difuso es el control de
dispositivos, que normalmente precisan de una salida nitida (accién de control). Asi
por ejemplo en el ejercicio anterior podemos querer saber qué fuerza de frenado que
debemos aplicar si la velocidad es alta. Existen diversas alternativas para transformar
un valor difuso en nitido (proceso que en inglés se llama defuzzification y en espatfiol
podriamos llamar decodificacién), las mas empleadas son:

a) El valor maximo (es decir, el mas posible). Si se producen empates puede
seleccionarse el primer valor encontrado o la media (en cuyo caso el método se
denomina media de maximos (MOM en FuzzyCLIPS).

moderada

AN

4000 4500 5000
f frenado
En nuestro ejemplo, nos encontramos que la funcién de pertenencia tiene varios
maximos: todos los valores entre 4250 y 4750. La estrategia MOM cogeria el valor
medio, esto es, 4500, y la estrategia del primer valor méximo cogeria 4250.

b) El centroide difuso (o centro de gravedad, COG en FuzzyCLIPS), definido como:

zxﬂA(x)

_xeX

Yeentroide = N
Y )
xe X
En nuestro ejemplo seria: 400070 +425071 + 475071+ 500070 _ 4500

1+1
Normalmente, si varias reglas tienen el mismo consecuente, lo que se suele hacer para
acumular la evidencia es unir los dos conjuntos difusos resultantes y después
decodificar el resultado.



