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%3 Introduccion
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& Resuelve la configuracion que debe adoptar
el robot para una posicion y orientacion del
extremo conocidas.
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Introduccion (cont.)

S
Cinematica

Cinematica directa >->

Vanr de las Posicidn y orientacion

& coordenadas articulares del extremo del robot
‘?
2y (90, 9o, - (x,y, 2, a,B,v)
?‘;ﬁ @?‘é

& & Cinematica inversa
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Cinematica Inversa
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& El procedimiento de obtencion de las

# Dada

la posicion del efector final y la

longitud de cada enlace, encontrar los

angu

B
m
o

o

os de las articulaciones.

jetivo consiste en encontrar los valores

que ¢

eben adoptar las coordenadas

articulares del robot g=(q,, @,..., g, )expT
para que su extremo se posicione y oriente
segun una determinada localizacion espacial.

ecuaciones es dependiente de la
configuracion del robot.
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A Obtener los valores de las variables articulares para
qgue el enlace terminal tenga una determinada
posicion y orientacion

algebraicas no lineales simultaneas.

Fal e
K g
2 & Problemas fundamentales:
@9 s # Ecuaciones no lineales (sen, cos en matrices de
R B rotacion).
“p4e” & Existen multiples soluciones.
‘zﬁ“ ; !E # Es posible que no exista una solucion.
ﬁ;‘ﬁ; # Singularidades.
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Cartesiano

Espacio alcanzable:
Volumen del

Ky fﬁzﬁ:ﬁ ¥, | espacio que el robot
?:5% & & | puede alcanzar

i B con al menos una

g&"?ﬁ% orientacion
?34,?\%;% o
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@ Eleccion que minimice los movimientos desde la
posicion actual.

& Concepto de solucion mas cercana.
# Mover los enlaces de menor peso.
@ Considerar obstaculos (evitar colisiones).
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i Manipulador resoluble: Existe un algoritmo
que permite determinar todas las soluciones
del modelo inverso (variables articulares)
asociadas a una determinada posicion y
orientacion.

& Teoricamente es resoluble todo sistema Ry
P con 6 grados de libertad.

& Métodos numéricos iterativos: lentitud.

Ve wk Se prefieren expresiones analiticas
(soluciones cerradas):
i Métodos algebraicos.
i Métodos geométricos.
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& Se han desarrollado algunos procedimientos
geneéricos para ser programados, de modo
que un computador pueda, a partir del
conocimiento de la cinematica del robot
(parametros de DH, por ejemplo) obtener la
r-tupla de valores articulares que posicionan
y orientan su extremo.

i El inconveniente de estos procedimientos es que
se trata de métodos numéricos iterativos, cuya
velocidad de convergencia e incluso su
convergencia no esta siempre garantizada.
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A la hora de resolver el problema cinematico
inverso es mucho mas adecuado encontrar
una solucidon cerrada.

—a‘;;“ =" & Esto es, encontrar una relacién matematica
: explicita de la forma:

i g = F{xy,2a,B,Y)
@ k= 1...n( grados de libertad )

! ¥ (CI-2657 Robdtica
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& En muchas aplicaciones, el problema cinematico
inverso se debe resolver en tiempo real (por ejemplo,
seguir una determinada trayectoria). Una solucion de
tipo iterativo no garantiza tener la solucion en el
momento adecuado.

4 Al contrario de lo que ocurria en el problema
cinematico directo, con cierta frecuencia la solucion
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o 2 del problema cinematico inverso no es unica;
o h existiendo diferentes n-tuplas(g,,...,g,)exp 7 que
had B fhind A ) 1 n .
I posicionan y orientan el extremo del robot del mismo
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modo. En estos casos una solucion cerrada permite
incluir determinadas reglas o restricciones que
aseguren que la solucion obtenida sea la mas
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"% & No obstante, la mayor parte de los robots
! poseen cinematicas relativamente simples que
facilitan en cierta medida la resolucion de su

problema cinematico inverso.

& Por ejemplo, si se consideran solo los tres primeros
grados de libertad de muchos robots, estos tienen
una estructura planar, los tres primeros elementos
guedan contenidos en un plano. Esta circunstancia
facilita la resolucion del problema.

& Asimismo, en muchos robots se da la circunstancia de
que los tres grados de libertad ultimos, dedicados
fundamentalmente a orientar el extremo del robot,
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De nuevo esta situacion facilita el calculo de
a nupla (gy,...,g,)exp. T correspondiente a
a posicion y orientacion deseadas.

n242" & Por lo tanto, para los casos citados y otros,
! es posible establecer ciertas pautas
generales que permitan plantear y resolver
el problema cinematico inverso de una
manera sistematica.
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un punto del plano.

-'."'g! # Numero de GDL del manipulador = Numero
de GDL que requiere la tarea. ,
# Dos soluciones /

& Numero de GDL del manipulador 2 Nuhero
de GDL que requiere la tarea.

@ Infinitas soluciones

; _1? = L_.' i; ]
RN 1‘% g
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“ & Solucién: Conjunto de variables articulares que
, permiten posicionar el elemento terminal en una
*  determinada posicion y orientacion.

i No existen algoritmos generales de solucion al
problema de cinematica inversa.

4 Tipos de solucion:

i@ Métodos geométricos: Se suele utilizar para las
primeras variables articulares, uso de relaciones
geometricas y trlgonometrlcas

i Por matrices de transformacion homogénea:
Despejar las n variables g; en funcion de los
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JiE o isi 4 Desacoplamiento cinematico: En robots de 6DOF,
A A separacion de orientacion y posicionamiento.

seigh W eeig

;.z,%u A i Soluciones numéricas (iterativas): No aplicables
$‘ «.%11 3 en tiempo real.
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Meétodos Geomeétricos
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& Este procedimiento es adecuado para robots

de pocos grados de libertad o para el caso
de que se consideren solo los primeros
grados de libertad, dedicados a posicionar el
extremo.

. & El procedimiento se basa en encontrar un

numero suficiente de relaciones geométricas
en las que intervendran las coordenadas del
extremo del robot, sus coordenadas
articulares y las dimensiones fisicas de sus
elementos.
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Métodos Geométricos (cont.)

' A Identidades trigonométricas:
http://es.wikipedia.org/wiki/Identidades trig
onom%C3%A9tricas

Teorema del seno

Si en un triangulo ABC, las medidas de los lados opuestos alos angulos A, By Cson respectivamente a, b, ¢, entonces
b v a a b
sen A  sen B sen C

A B Teorema del coseno

Dado un triangulo ABC, siendo a, 3, v, los angulos, y a, b, ¢, los lados respectivamente opuestos a estos angulos entonces:
? = @’ + b — 2ab cos(7)

Teorema de la tangente
a—b _tan[;(a— 3)]
a+b ta:n[%(a + 3)]

cos(6; + 6,) = cos B cos B, + sinf; sinH,

Sin(Bl i 92) = sin 91 COS 92 'I_' sin 92 COS 91

‘f% tanf,; + tané@,
“ CI-2657 Robdtica tan(6; £ 6,) = —
M Cinematica Inversa del Robot 1+ tan 91 tan 6’2 19




“s.5% & La orientacién del Gltimo enlace es la suma
de las variables articulares

6:91 +€2 +63

“ CI-2657 Robodtica
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i & Para mostrar el procedimiento a seguir se va
- #%: aaplicar el método a un robot con 3DOF de
rotacion (estructura tipica articular).

‘242" & El dato de partida son las coordenadas (/Px,
Py, Pz) referidas a (S;) en las que se
requiere posicionar su extremo.
3
: & Como se ve este robot posee una estructura

planar, quedando este plano definido por el
angulo de la primera variable articular g;.
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(]
o = arctg 170 ]
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q, = arct }:I - —arctg{
ilﬂ; + py I, +1; cos g,

¢ . ;
W LTS N
el Ny
oF ;&x‘ﬂf ¥ (CI-2657 Robdtica

rkﬂ AL /I 4 Cinemética Inversa del Robot

B

24



735 R e
TR _ | |
Ef Jf? # Como se ve, existen dos posibles soluciones
ﬁ!}%ﬁfﬁ ;ﬁ para ¢, y g segun se tome el signo positivo
138 WO e - '
&8 %% 0 negativo de la raiz.

" 145" & Estas corresponden a las configuraciones de
” codo arriba y codo abajo del robot.
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& En principio es posible tratar de obtener el
modelo cinematico inverso de un robot a
partir del conocimiento de su modelo directo.

Es decir, suponiendo conocidas las relaciones
que expresan el valor de la posicion y
orientacion del extremo del robot en funcion
de sus coordenadas articulares, obtener por
manipulacion de aquellas las relaciones
Inversas.
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& Sin embargo, en la practica esta tarea no es
trivial siendo en muchas ocasiones tan
compleja que obliga a desecharla.

i Ademas, puesto que el problema cinematico
directo, resuelto a través de 7 contiene en el
caso de un robot de 6DOF 12 ecuaciones, y se
busca solo 6 relaciones (una por cada grado de
libertad), existira, necesariamente ciertas
dependencias entre las 12 expresiones de partida
con lo cual la eleccion de las ecuaciones debe
hacerse con sumo cuidado.
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4L Matriz de Transformacion Homogénea

de 3DOF de configuracion esférica (2 giros y
un desplazamiento).

742" & El robot queda siempre contenido en un
” plano determinado por el angulo g,.
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' @ El primer paso a dar para resolver el
't problema cinemético inverso es obtener g
&  correspondiente a este robot.

i Es decir, obtener la matriz 7 que relaciona el
sistema de referencia (S0) asociado a la base con
el sistema de referencia (S3) asociado a su
extremo.

A A continuacion se muestra la asignacion de
sistemas de referencia segun los criterios de
DH con el robot situado en su posicion de
partida (g, = ¢, = 0), y los valores de los
parametros de DH.
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< A partir de esto es inmediato obtener las

matrices Ay la matriz 7.

éx Obtenida la expresion de 7 en funcion de las

coordenadas articulares (q,, ¢, @), Y
supuesta una localizacion de destino para el
extremo del robot definida por los vectores
n, o, ay p, se podria intentar manipular
directamente las 12 ecuaciones resultantes
de 7 a fin de despejar g,, @, Y ¢; en funcion
den o ayp.
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EOe 8 Matriz de Transformacion Homogénea

complicado, apareciendo ecuaciones
trascendentes.

42" & En lugar de ello, suele ser mas adecuado

‘ aplicar el siguiente procedimiento:

& Puesto que 7= 041(142)(2A43), se tendra que:
i (1/0A1)T = 142(2A3)

i (1/142)(1/0A1) T = 2A3

CF o ‘!r,?%" Q‘a
ARl
D e

7

OF a /2 RF g5 7 3% CI-2657 Robotica
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cosfd, —cosqa;send, senq;send,
y senf. cosq;cosf, —sena;cosl, a;senb,
i— T T T T — l l l l l l l
A7 xX,d X,
0 sen «, cosa, d,
0 0 0 1]

Como es sabido, la inversa es la transpuesta

cos o, sen ), 0 —a,
—cosa;senf,  cosa,cosf  sena, —d,senq,
senq, send;, —sena,cosl, cosa, —d,cosq,

0 0 0 1
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:giq,_'* ae ‘@'iﬂh = Nl
b Bx o b

.‘ﬁw‘tﬁ- . Matriz de Transformacion Homogénea

iRl

RIERE

f:r?é:‘j!?;:%r He v
rl gl e lgE

coordenadas ~esimo establecido en el elemento /
con respecto al sistema de coordenadas de la base.
Es la matriz particionada superior izquierda 3x3 de
- 07i

: = jﬂ # p;= Vector de posicion que apunta desde el origen
N “ﬁfbﬂ% del sistema de coordenadas de la base hasta el
f,’%ﬁ':’,’éﬁ‘;ﬁ origen del sistema de coordenadas ~ésimo. Es la
B Ly . . . H
matriz particionada superior derecha 3x1 de 07

GT,- =04, 1A, -« TIA = Hj_lAj fori =1,2,..., n
j=1

_ X Y Z B — GR;' {}pl‘ (2 2.3 4)
0 0 0 1 0 1
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B

Para /= 6, se tiene la siguiente matriz 7:

T = Xe Yo Zg Pe _
__0 0 0 t

°Rs  “ps _ ‘ll s a pj B B 0 T T
0 | 10 0 0 IJ fty & d; P;

0 0 0 1

i, 5 dy P, |

n = Vector normal de la mano. Suponiendo una mano del

tipo de mordaza paralela que es ortogonal a los dedos
del brazo del robot.

s = Vector de deslizamiento de la mano. Esta apuntando
en la direccion del movimiento de los dedos cuando la
pinza se abre y se cierra.

a = Vector de aproximacion de la mano. Esta apuntando
en la direccion normal a la palma de la mano (placa de
montaje de la herramienta).

p = Vector de posicion de la mano. Apunta desde el
origen del SC de la base hasta el origen del SC de Ia
mano, que se suele localizar en el punto central de los
dedos totalmente cerrados.
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Eligiendo el elemento (3,4):

Py
? L _\! L} 1 511.‘?:: - Clpy =0 = tan @), = (i:—:) = 6, = arctan (P;)
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Eligiendo el elemento (1,4):

CoCipy + CoSipy + Sop. =1 Ss =0 => |0 = arctan —

Eligiendo el elemento (3,4):

—5:C1py — S251py + Cop, — Coly =ds =

("A2) 7 ("A) T T = Ay

Ci S 0 07 [na o

Ne 0p Gy P 1 0 0 0]
ng oy ay py| _ (01 0 0
n. 0. G P T |0 0 1 dy
0 0 0 1 000 1
(N, 0, Gz PDsl 1 00 0]
ny oy ay py| _ |01 0 0
Ny 0z Gz Pa n 0 0 1 ds
0 0 0 1] 000 1
Cipy + Sle
p: = j:1

ds =Cs(p. — L) — SQ(Cle + Slpy}
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los valores de las 3 primeras variables
articulares del robot, aquellas que posicionan
su extremo en las coordenadas (Px, Py, Pz2)
determinadas, aunque pueden ser
igualmente utilizadas para la obtencion de
las 6 a costa de una mayor complejidad.
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20020 extremo del robot en un punto del espacio,
Al

SiNn0 que es preciso conseguir que la
herramienta se oriente de una manera
determinada.

# Para ello, los robots cuentan con otros tres
grados de libertad adicionales, situados al final de
la cadena cinematica y cuyos ejes, generalmente,
se cortan en un punto, que informalmente se
denomina muneca del robot.

¥ CI-2657 Robdtica 41
X Cinematica Inversa del Robot



.4 5 =L - 1
Ny T N

grados de libertad origina un cambio en la
posicion final del extremo real del robot, su
verdadero objetivo es poder orientar la
herramienta del robot libremente en el

espacio.
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partido de este hecho, separando ambos
problemas: Posicion y orientacion.

@ Para ello, dada una posicion y orientacion final
deseadas, establece las coordenadas del punto
de corte de los 3 ultimos ejes (muneca del robot)
calculandose los valores de las tres primeras
variables articulares (g;, @,, g;) que consiguen
posicionar este punto.
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| 4&*}?; Desacoplamiento Cinematico (cont.)

b
- W G W

s 4= & A partir de los datos de orientacidn y de los
» Yya calculados (¢, ¢, @s) se obtiene los
valores del resto de las variables articulares.

Es tipico en robots de 6 GDL

Se puede resolver de forma explicita
los 3GDL que definen la orientacion de
la garra.
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Ef _.‘f@?’%. . & Para esta clase de manipuladores la
ZeelFav! cinematica inversa se puede resumir por el

N LA o .
% ‘Wg #  siguiente algoritmo:
RE 9/ i Paso 1: Encontrar g,, g,, g; de tal manera que la

A
e

muneca de centro o.tiene coordenadas dadas

por 0 }

0

1

BRI
i Paso 2: Usando las variables determinadas en el
paso 1, evaluar 0AS.

i Paso 3: Buscar un conjunto de angulos de Euler

correspondientes a la matriz de rotacion.
Ry = (R) 'R=(R)'R.

o, = o—dgR
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_ Parametros DH del robot de la figura.
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- & Se utilizaran los vectores Pmy Pr, que van
desde el origen del sistema asociado a la
base del robot (S0) hasta los puntos centro
de la muneca y fin del robot,

, respectivamente.

. & Es posible, mediante un método geométrico,
1 calcular los valores de (¢, ¢, @;) que
consiguen posicionar el robot en el Pm
deseado.

' 4 Queda ahora obtener los valores de g, g,
g, que consiguen la orientacion deseada.
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Y Para ello se denomina 0R6 a la submatriz de

rotacion de 076 se tendra: 0R6 = (no
ad) = 0R3(3R6)

@ Donde 0R6 es conocida por la orientacion
deseada del extremo del robot, y 0R3

definida por: 0”3 = 041(142)(2A43), lo sera a
partir de los valores ya obtenidos de g;, ¢, ¥

G-

@ Por lo tanto: 3R6 = (R;) = (1/0R3)(0R6)
= (0R)(exp) 7T (no a) tendra Sus
componentes numeéricas conocidas.
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submatriz 3X3 de rotacion de la matriz de
transformacion homogeénea 376, que
relaciona el sistema (S3) con el (56), por lo
tanto: 3R6 = 344 (4A5)(546).

matriz de DH 1A/, cuyos valores son:

&
- &

o g A Py, -1 o R % weag
?‘-" ra A ?&Tn.' agg t
%1'.-. [y A5 i'. 4 ‘- = i 4

*j U?’:-

:rv,-,. 5/ ¥
fplbe . B # .‘
g’%«j} 5 B 3R4 4RS 5R6
;bﬁ A C40-54 C5085 C6-560
: ,% Bl S40C4 $50-C5 $6 C6 0
B35 5 1ho0k 010 010 001
SF BT
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SF wm ) mise" ws a1 CI-2657 Robotica 50

B Cinematica Inversa del Robot



775 Desacoplamiento Cinematico (cont.)

EN . %
fg' 3R6=

=t
: C4C5C6-S456 -C4C5386-S4C6 C485

4 ,,, # Luego se tiene que:
.ﬁzi

PR L

S4C5C6 + C456 -S4C580 + C4Ce  -84C5
d -S5C6 S586 cs
RE gl
;% Donde R;;, sera por valores numericos
Y» conocidos:
C4C5C6-8486 -C;E:Z]]S;ﬁ-&iﬁﬁ C485
s4C5C6 + C456 -84C586 + C4Co -54C5
-8S5Ca 8586 C5
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. & De esas nueve relaciones expresadas se

5L ‘ﬁ‘ér;%
TS toma las correspondientes a 1R3, 2R3, 3K3,
3R1, 3R2.

RA AL

R13 = C485
R23 = -84C5
R33 =C5
R31 = -85C6
R32 = 8586

. & Del conjunto de ecuaciones es inmediato
obtener los parametros articulares:

g4 = arcsen ( R23/R33)
q3 = arccos ( R33)
g6 = arctg (-R32/R31)
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las posiciones de cero son distintas,
constituyen la solucion completa del
problema cinematico inverso del robot

articular.
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« Cinematica directa
» Conocidos: Angulos articulares y
geometria de los eslabones
» Determinar: Posicion y orientacién
del elemento terminal referido a la base

f(O)=/T=3T

« Cinematica inversa
» Conocidos: Posicion y orientacion ¥
del elemento terminal referido a la base
> Determinar: Angulos articulares y X
geometria de los eslabones para alcanzar

B Bead B Bl
/ ’?éf@ ’gg la orientacidn y posicion de |la herramienta
ﬁfﬂx Fﬁ ?
BT B

z » {Herramienta}

& ¥ . -

i ¥ O=Ff"(uD)=1"(T)
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